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Resumen

La estructura nuclear de los atomos y sus propiedades son un problema que la fisica nuclear
busca describir. Para esto se deben sortear dificultades como la cantidad de particulas que
intervienen y las interacciones presentes en los nucleos. Respecto de la cantidad de particulas
esto resulta un problema debido a que, en la mayoria de casos dicha cantidad es mayor a dos,
por lo que una solucion analitica resulta imposible si interactian entre ellas. Ademas, dichas
interacciones presentan una dificultad extra, debido a que no es posible obtener una expresion
sencilla para su comportamiento.

En este trabajo se tiene como objetivo la implementacion de paquetes de ondas complejos
que permitan describir la estructura nuclear para nucleos pertenecientes a la linea de goteo,
mediante los cuales es posible reducir los tiempos de computo requeridos debido a que hoy
es el mayor limitante a la hora de calcular estructuras. Para esto se utiliza el Modelo de Capas
de Gamow, donde las particulas que conforman el nucleo se ven influenciadas por estados de
dispersion no ligados. Gracias a este modelo se logran representar la estructura de un nicleo
considerando no solo los estados ligados, sino también estados de corta duracion llamados
resonancias, mas estados de dispersion con energia compleja, todos estos estados conforman
la base de Berggren. Los conceptos y su desarrollo matematico se expanden en el capitulo 1,
luego, en el capitulo 2 se utiliz6 la representacion de Berggren para analizar el comportamiento
y norma de las funciones de dispersion y resonancia. También se desarroll6 el coédigo para
expandir el estado 0ds;, del 170 utilizando diferentes bases, donde se usaron contornos reales
y complejos, ademas de distintos métodos de cuadratura.

Ya realizados los cédigos, se representé el estado ligado y de resonancia del 2%®Pb en el
capitulo 3 sobre contornos complejos, donde se registr6 el tiempo necesario para realizar la
mejor aproximacion y estimando el mismo si el problema tuviera mas neutrones de valencia.
Como el tiempo requerido era demasiado, se consulto la bibliografia donde se encontré que
usan paquetes de ondas reales para el calculo de secciones eficaces de ruptura, y por lo
tanto se utilizaron dichos paquetes para calcular estructura, que se detallan en el capitulo 4,
los cuales sirvieron para comprender su construcciéon y comportamiento. Finalmente en el
capitulo 5 se desarroll¢ el codigo para implementar paquetes de onda complejos, esto ultimo es
completamente novedoso y no se ha implementado ain, ni para el calculo de estructura nuclear
ni para el calculo de secciones eficaces. A esos paquetes se les analiz6 su comportamiento,

convergencia y ortonormalidad. Una vez comprendido se usaron para expandir nuevamente
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los estados del 2°®Pb, obteniendo mejores aproximaciones frente al caso complejo sin paquetes
de onda y una reduccion del tiempo en un factor que varia entre dos y cuatro 6rdenes de
magnitud, dependiendo de la aproximacién considerada.

Por esto se concluyd la factibilidad y eficiencia de utilizar paquetes de ondas complejos,
considerando siempre los problemas asociados a su ortonormalidad. Gracias a los mismos se
permite el estudio de la estructura para ntcleos con mayor cantidad de particulas en menos

tiempo, logrando los objetivos de este trabajo.
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Marco teorico

El nucleo de un atomo esta conformado por una cantidad A de nucleones, que son los
protones y neutrones. Para poder describirlo fisicamente es necesario tener en cuenta las
interacciones entre los mismos, esto resulta complejo debido a que, no existe una solucion
general para un sistema con estas caracteristicas. El modelo de capas o "Shell Model” resulta
util para este fin porque permite simplificar el problema aproximando las interacciones por un
campo medio. Gracias a esto es posible reducir el problema a particulas independientes que
estan sometidas a un potencial efectivo.

Tanto protones como neutrones son fermiones por lo que cumplen el principio de exclusion
de Pauli. Por lo tanto, al estar sometidos al potencial efectivo, las energias de los mismos se
discretizan formando lo que se conoce como capa, esto es asi porque la energia entre dos
fermiones de una misma capa es mucho menor a la energia entre fermiones de capas distintas.
Una implicacion de dicha estructura en los niveles de energia es que las configuraciones donde
los nucleones llenan completamente una capa resultan mucho mas estables que cuando la
capa se encuentra semi-llena. Dichos nucleos privilegiados cuentan con un niimero especial
de protones y neutrones, llamados nimeros magicos; y en consecuencia se llaman ntcleos
magicos, los cuales presentan una estabilidad notablemente mayor a la de otros nucleos [17].

La utilizaciéon del Modelo de Capas radica en la buena concordancia que poseen los resultados
tedricos con los experimentales [16], donde se muestra el comportamiento de capas en los
niveles de energia.

Para describir los niveles de energia mencionados, es necesario plantear el Hamiltoniano
del sistema que se conforma por A nucleones interactuantes. La interaccién se considera de a

pares y se aproxima por un potencial central de la forma [16]:

A A
H:ZTI+ZV,J (1.1)
i=1 i<j=1
H= i[(—h—)vz +U(r) | + Z Vij - Z U(r;) (1.2)
l:l . i<j=1
= Zh(rl) + Z Vz] U(rl (1.3)
i=1 i<j=1
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H = Hy + Vres, (14)

donde T; es la energia cinética de cada nucleén y V;; la interaccion entre pares. U(r;) es
el campo medio efectivo, que reagrupando los términos permite definir el Hamiltoniano
de particulas independientes Hy y la interaccion residual V,.;. Cuando U(r;) es una buena
aproximacion de la interaccion, los elementos de matriz V,.; << H,.

La funcién de onda correspondiente a Hy esta determinada por el determinante de Slater de
las autofunciones de h(r), donde las mismas son las de una particula en un potencial central.

En representacion coordenada h(r) posee la siguiente forma [17]:

o,

h(r) =~V +U(r) (1.5)
2 I(1

h(r) :_j_m[%a%(rzg) - (; 2N su) (1.6)

Las autofunciones de un Hamiltoniano con esta estructura es lo que se conoce como funcién

de onda de una particula, las cuales poseen soluciones de la forma:

1
l,bn, I, my, mg — ;un, l(r)Yl, ml(e; ¢)Xms’ (1~7)
donde u, ;(r) es la funcion radial que debe calcularse con las condiciones de contorno
adecuadas, Y] ,, (0, ) los armoénicos esféricos y ym, la funcion de espin. Se tiene luego que

{n, I, m;, ms} son buenos nimeros cuanticos y resulta:

L% |nlmmgy =R+ 1) |n ] my mg) (1.8)
L, |nlm mg) =fimy|nlm my) (1.9)
. h

S, |nlmmg) = Ems |n I m; mg) (1.10)

Para lograr resultados mas realistas es necesario sumar un potencial de interacciéon espin-
orbita el cual actua sobre la superficie del nucleo, debido a esto en nucleos de mayor tamafio
que poseen mas superficie es fundamental incluir dicha interaccion. Un efecto importante
que surge de incluir este potencial es la ruptura de la degeneracion del momento angular
total j = [ + 1. La ruptura genera resultados mas similares a los obtenidos experimentalmente.

Al considerar el momento angular general ], se definen los siguientes operadores con sus
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autovalores:

Fn L jomyy =12 + 1) In 1, j,my) (1.11)
jz In,1, j,m;) =hm;j|n,1, j,m;) (1.12)
L% |n, 1, j,m;y = B+ 1) |n, L, j, m;) (1.13)
$|n, L, j,m;y = h2s(s + 1) |n, 1, j, m;) (1.14)
A A 2
L-Sinl jmj) = h?[j(j +1) = I(l+1)=s(s+1)]|n1 j,mj) (1.15)

La importancia de la funcién de onda de una particula radica en que es muy util para
modelizar sistemas complejos. Un ejemplo de esto es el caso donde el ultimo neutrén se
encuentra en presencia del campo producido por el resto del ntcleo, para nucleos con un

nucledn en un nuicleo magico es una muy buena aproximacion.

1.1. Potenciales efectivos

Una vez que se obtienen las autofunciones de momento angular para H, es necesario definir
el tipo de potencial central efectivo U(r) con el cual quedan definidas las funciones radiales
uy, j. Una forma de obtener un potencial que se asemeje lo mas posible a la interaccién entre
las particulas es utilizar el método de Hartree-Fock, donde se proponen funciones de onda base
que mediante un proceso iterativo autoconsistente obtiene los autovalores de energia y las
funciones de onda cuando se cumple un criterio de convergencia [3].

Existe otra forma de hallar un campo medio adecuado que es proponiendo potenciales que
reproduzcan el comportamiento observado experimentalmente. Dentro de las opciones se
utilizan modelos como pozos de potencial cuadrados 6 oscilador arménico (OA); ambas opciones
muestran resultados favorables para predecir los niveles de energia y los numeros magicos.
Durante el desarrollo de este trabajo se opto por la utilizacion de un potencial fenomenologico

de tipo Wood-Saxon (WS), el cual posee la siguiente estructura [17]:

Uo

Ur) = 1 + e(r—Ro)/a

(1.16)

Donde Uj es la intensidad del potencial, Ry = roA'/? es el radio nuclear que depende de la
cantidad de nucleones y a que es la difusividad. Este potencial posee una ventaja frente al
potencial del oscilador armonico porque da resultados mas realisticos sobre el comportamiento
y la fuerza a la que se encuentran sometidos los nucleones. En la Figura 1.1 se realiza una

comparacion entre el potencial del oscilador armoénico y del tipo Wodd-Saxon, mostrando
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las diferencias gracias a la difusividad y como se mantiene aproximadamente constante el

potencial WS dentro del nucleo, lo que indicaria una interaccion casi nula entre los nucleones.

I

-V
1 YHo

Figura 1.1: Comparacion entre potencial del oscila-
dor armoénico y potencial tipo Wood-Saxon. [17]

Como es necesario considerar la interaccion espin-orbita, la expresién analitica para el

1

potencial resultante de dicha interaccién mas el potencial WS, se obtiene de sumar WS con

por la derivada de Wood-Saxon. A continuacion se detalla la expresion [1].

_ UO Uso 1 d 1 A A
v L+ elrfol/a ' r(% rdr\1+e(r—R/a L-s (1.17)

Este potencial se utiliza con frecuencia debido a que describe correctamente los nime-
ros magicos y una mayor separaciéon de energia entre capas, lo que es observado de forma

experimental en un gran nimero de nucleos [17].

1.2. Modelo de capas de Gamow

Muchos de los ntcleos que se encuentran en la linea de goteo presentan un estado peculiar,
la resonancia. La misma se caracteriza por ser procesos de decaimiento a estados no ligados, es
decir que ciertos nucleones durante cortos periodos de tiempo se encuentran en las cercanias
del nucleo y luego se alejan del mismo. Estos sistemas no se pueden representar utilizando el
modelo de capas, puesto que, en dicho marco tedrico los mismos son sistemas cerrados que se
representan mediante el espacio de Hilbert. En el mismo no es posible tener vectores de estado
con crecimientos exponenciales, como es el caso de las resonancias, por lo que se consideran
estados no fisicos. Se ha intentado resolver este problema mediante distintas técnicas como

extraer la parte real de la resonancia y contemplarla en valores de energia reales positivos, otra
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forma es juntar la funciéon de onda de un estado ligado dentro de la region del nucleo junto con
una solucién asintotica en la parte exterior. Ambos métodos no son suficientemente legitimos
para representar el fenomeno de resonancia por lo que el modelo de capas no resulta adecuado
para describir estos estados y es necesario buscar alternativas.

Una solucién para lograr una correcta descripcion de las resonancias es utilizar el Modelo
de capas de Gamow o ’Gamow Shell Model’ (MCGQG), en el cual el espacio de Hilbert se extiende
al espacio de Hilbert equipado, donde las funciones de onda de las resonancias se describen
naturalmente mediante los estados de Gamow [2, 13], que son los autovectores del Hamiltoniano
con autovalores complejos y que temporalmente presentan comportamientos exponenciales de
decaimiento. Ahora el sistema ya no es cerrado, sino que contempla al nicleo y su entorno, con
lo cual aparece un acoplamiento con el continuo de energia que son los estados de dispersion.
En los nucleos débilmente ligados o inestables sus nucleones de valencia presentan un mayor
acople con el continuo de energia, mientras que, cuanto mas estable es un nucleo, la correlacion
con el continuo es menor.

La descripcion del formalismo se realiza a partir del espacio de Hilbert equipado, donde se
consideran dos conjuntos: D que es el conjunto de todos los estados de resonancias discretas y
el subconjunto B que consiste en los estados de dispersiéon con energia compleja. Con estos
dos conjuntos el sistema es abierto e interactia con el medio, permitiendo acoplamientos con

el continuo de energia.[10, 13]

1.2.1. Definicion de estados de una particula

Como se desarrollé anteriormente, es necesario hallar las funciones que son solucién a
la ecuacion de Schrodinger, ya se mostré que la parte angular esta dada por los armonicos
esféricos, por lo que resta hallar la parte radial. Para esto vemos que la ecuacion a resolver
para la parte radial es:

I(l+1
u’(k,1) = (—2) +u(r) — kz)u(k, D), (1.18)
r
donde v;(r) es el potencial y k es el momento lineal que admite valores complejos. El

potencial se considera real salvo que se indique lo contrario. Es necesario analizar los casos

limite para la ecuacién (1.18) cuandor — oy r — 0:

Io(lp + 1
W’ (k,r) = (% + ”7 - kz)u(k, r), r—o0 (1.19)

W (k1) = (l(lr—zl) + ”7 - kz)u(k, P, r— oo (1.20)
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Se tiene que v,y v, son reales. Finalmente considerando el comportamiento del potencial en
r =0, se reduce la ecuacion (1.18) a Ec. (1.19) y Ec. (1.20), considerando que 0 < r <rgyr > R
respectivamente [13].

Como se admiten valores complejos, se debe analizar el comportamiento de las funciones de
onda para todo el plano. Dicho analisis se realiza mediante la matriz de dispersion S, hallando
que los polos de la matriz con k solo imaginario positivo corresponden a estados ligados; si
posee solo parte real positiva son estados de dispersion que se corresponden al continuo vy,
si posee polos que tienen componente real positiva y componente imaginaria negativa, los
mismos son los estados de resonancia [13]. Estos estados poseen una parte real E; y una
imaginaria % que se encuentra asociado al ancho de la misma, si I < E, se dice que es una
resonancia angosta y si son comparables se dice que es una resonancia ancha. Ademas pueden
existir polos con valores de k reales negativos e imaginarios negativos correspondientes a
resonancias de captura; y también con k imaginario negativo puro correspondientes a estados
antiligados [13], tanto las resonancias de captura como los estados antiligados no son de
interés en este trabajo, en la figura 1.2 se muestran todos los puntos que pueden aparecer en el

plano — k para un potencial de rango finito:

Im(k)

sa1Bl1g punog

o ° -

j> km Re(k)
Capturing =
resonances g
c

[ [ ° A ®
LD
PS 2 ¢ Resonances

(g2}
wn

Figura 1.2: Plano k, donde se muestran po-
los correspondientes a estados ligados (verdes),
antiligados(rojos), de captura(naranjas) y de
decaimiento (azules). [13]

Es posible obtener la forma funcional asintdtica correspondiente a cada tipo de polo que

posee la matriz de dispersion [13]:

= Ligados (k= if):u(r) « e, B>0

= Antiligados (k = —i8): u(r) o« e, §>0
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» Captura (k = a —iy): u(r) « e*e', a <0,y > 0funcién de Hankel de segunda

especie Hl(z)

» Resonancia (k = a +iy): u(r) « e"e!”, a >0, y > 0funciéon de Hankel de primera

especie Hl(l)

Cabe destacar que las funciones correspondientes al continuo de energia (k > 0) se encuen-
tran normalizadas a la delta de Dirac [5]. La ecuacion (1.21) muestra como las funciones de

Gamow son ortogonales y poseen dicha norma [5]:

o

im [ e a(ki,r) u(ks, r)dr =51z (1.21)

e—0 0

Esta expresion muestra que las funciones de dispersion correspondientes a un estado para
dos valores de k distintos, son ortonormales. Lo que es de gran utilidad si se busca usar las
mismas para representar otros estados, debido a que, al cambiar k la funcion asociada es

ortonormal a las otras funciones con otros valores k’.

1.2.2. Representacion de Berggren

Resulta necesario definir una base en el espacio de Hilbert equipado para poder describir
las resonancias, la cual debe contemplar obligatoriamente el acople con el continuo, ademas
de los estados ligados usuales del modelo de capas. Al adoptar valores complejos cuando se
tiene en cuenta el continuo, k pertenece al cuarto cuadrante del plano complejo, donde se
encuentran los estados con acoples al continuo como son las resonancias y los estados de
dispersion. Debido a esto la base de Berggren consta de una parte discreta perteneciente a
estados ligados y resonancias ademas de una parte perteneciente al los estados de dispersion,
que es una integral sobre el espacio k. Como el mismo es complejo, dicha integral se debe
definir sobre un contorno de integracion L, los cuales se van a ubicar en el cuarto cuadrante o
a lo largo del eje real como se muestra en la figura 1.2.

Una vez definido un contorno de integracion, entre L y el eje real positivo pueden hallarse
polos, asociados a estados de decaimiento que son las resonancias. Como estos estados aportan
informacion fundamental del sistema, deben incluirse en la base de Berggren. El formalismo
para incluirlos requiere entonces, que el contorno sea orientado positivo L* y, gracias al

Teorema de los Residuos, el polo es incluido al momento de realizar la integracion, lo que
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permite tener en cuenta la funciéon de onda de la resonancia. Como ahora la integracion
compleja tiene en cuenta los estados de decaimiento, la relaciéon de completitud de Berggren
[2] resulta:

Z U (Pt (1) + / ue (P (r)dk = 8(r — 1) (1.22)

n L

En este caso u,(r) son los estados ligados y las resonancias presentes entre el eje real y
el contorno L* de estados de dispersion con k complejo. Es posible trabajar con energias en
lugar de momentos lineales, pasando a un contorno de integracion P* en el plano de energia,
ademas de separar en dos términos los estados ligados y las resonancias, por lo que la relacion

de completitud es:

Z wi(ryu; (r') + Z uj(ryu;(r') + / u:(Nue(r'Yde =8(r —r') (1.23)
- p+
i j

En la ecuacion (1.23) u;(r) son los estados ligados, u;(r) las resonancias entre el eje real
y el contorno; y u.(r) funciones de dispersion pertenecientes al contorno P* con valores de
energia complejos normalizados a la delta de Dirac en energia.

Es posible ahora expandir un estado dado |i/) en la base de Berggren:

h=T+V (1.24)
h=T+V+V,-V, (1.25)
h=T+V, +V -V, (1.26)
h =hy + 6V, (1.27)

donde T y V son las energias cinética y potencial, h es el Hamiltoniano correspondiente al
estado que se quiere expandir, hy = T + V; que es el Hamiltoniano ficticio creado para definir la
base de Berggren, Vj es el potencial asociado a hy y 6V = V -V} es un remanente de interaccion.
Ahora como hy crea una base de autoestados |u;)(?, es posible representar los autoestados de

h, que son |i/), sobre la misma. Esto se muestra en las ecuaciones (1.28) y (1.30)

hly) =Ely) (1.28)

(ho + V) [Y) =Ey) (1.29)
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ho |y = E” 1u®y  (Estados ligados)
ho |uj(.0)) = E;O) |u](.0)) (Resonancias) (1.30)
ho [u @ (¢)) = e [u®(¢))  (Estados de dispersion)
Una aclaracion importante es que E; es complejo debido a que las resonancias poseen una
parte real Ey y una imaginaria —i % Mientras que ¢ puede adquirir valores reales o complejos,
dependiendo de que estados se estén considerando sobre el contorno de integracion, ¢, pertenece

al contorno P* definido anteriormente. A continuacion se muestra como es posible expandir

|/) sobre la base de Berggren generada por hy:

[¥) =11¥) (1.31)
= Z|u§°>><u§°>|+2|u§.°>><u§.°>|+ / de|u<°><e>><u<°><e>|] ¥ (1.32)

= Z ) (1) + Z ) @) + / de [u® (e)) ()19 (1.33)

= Z Ci |u( )) + Z cj |u(0)> + / dec, |u(0)(£)> (1.34)
P+

Como se puede ver, en la ultima expresion se utilizaron los coeficientes c;, ¢; y ¢, que son

las siguientes proyecciones:

¢ = W) (1.35)
cj = <u](~°)|¢> (1.36)
ce = W (e)|y) (1.37)

Ahora es posible pasar este desarrollo a la representacion coordenada donde resulta:

() = e ™) + Z e ) + [ dea a0 (1.38)
Y(r) = Zl: cl-ul.(o)(r) + ZJ: cjuj(.o)(r) + /P+ decu'®(r, €) (1.39)

Y finalmente queda mostrar como se calculan los coeficientes en la representacion coorde-

nada:
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¢ = WOY) = / " WO ey dr = / T U (g (rdr (1.40)
=gy = [ @) e = [y (1.41)

0

¢ = WO (@)|1ly) = /0 WO @) iy dr = /0 CuOroy(ndr (142)

Es necesario aclarar que cuando ¢ es real, la fase del estado de dispersion se elige tal que
u®(r, ¢) sea real. Esto muestra como es posible hallar los coeficientes proyectando la funcién
de onda ¥/(r) sobre las funciones pertenecientes a la base de Berggren producida por hy en
representacion coordenada.

Como se mostr6 en la ecuacion (1.30), las resonancias poseen valores de energia complejos.
La parte real indica la posicion en el plano de energia mientras que la parte imaginaria indica
el ancho de decaimiento. Este ancho es fundamental, ya que valores pequefios de % indican
resonancias angostas y, por el contrario, valores grandes indican resonancias anchas. En la
figura 1.3 se muestran dos funciones de onda correspondientes a resonancias, evidenciando las

diferencias entre angosta y ancha.

Parte real
Parte imaginaria

Parte real
Parte imaginaria

Figura 1.3: Resonancia ancha (izquierda) y angosta (derecha).

Estas imagenes muestran como la funciéon de onda en la resonancia ancha disminuye su
amplitud de forma menos acentuada, lo que puede resultar en un problema si se quiere
representar dicho estado, debido a que no se encuentra tan localizado, ademas, para valores
de r mucho mayores que el radio nuclear, tanto la parte real como imaginaria, oscilan con
amplitudes crecientes. El desarrollo para representar distintas funciones, tanto de estados de

decaimiento como ligados se muestra en el capitulo siguiente.
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Para realizar las expansiones de los autoestados asociados a h es necesario calcular la funcién
de onda que se desea expandir /(r) asi como las funciones correspondientes a la base uy(r).
Dicha tarea puede resultar complicada de resolver analiticamente debido a que se tienen en
cuenta dos potenciales: el centrifugo y el central, por lo que se recurre a métodos numéricos
que proporcionan las soluciones.

En este trabajo se utiliz6 el codigo ANTI [9] el cual permite obtener las funciones de onda
radiales de una particula de estados ligados, antiligados, resonancias y de dispersion (tanto
para energia real como compleja), considerando el potencial central de tipo Wood-Saxon. Para

esto es necesario ingresar los siguientes datos:
= Z:numero atémico » g difusividad

) o = V,,: valor del potencial de acople espin-
= A: nimero masico , L.
Orbita

= Uj: valor del potencial = ro: radio nuclear

Este codigo utiliza métodos de perturbacion por partes adaptativo [19, 20] , proporcionando
una potente herramienta numérica para resolver el problema complejo de autovalores de la
ecuacion de Schrodinger radial. Siendo uno de ellos, el método de potencial constante. También
presenta métodos apropiados para calcular la solucion en la proximidad del origen y en la
region asintotica. Como se recurre a métodos numéricos es necesario definir un radio maximo
("max) hasta el cual calcular la solucién junto a un intervalo (rsep) que es la distancia entre
dos puntos calculados. Una vez definidos dichos parametros se especifica también el tipo de
particula de valencia, pudiendo ser un protén o neutrdn, en este trabajo siempre se utilizaron
neutrones. El codigo ANTI se encuentra programado en FORTRAN mientras que todos los
codigos desarrollados para expandir las funciones de onda en este trabajo se realizaron con el
lenguaje de programacion Julia y son originales del autor de la presente tesina (el Apéndice A

muestra uno de los codigos desarrollados a modo de ejemplo).
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2.1. Analisis de la ortonormalidad de los estados de

dispersion discretizados

Para representar estados sobre la base de Berggren, de la forma mostrada en la ecuacion
(1.39), se debe considerar que la parte mas influyente para nicleos inestables es el continuo.
Se analizo inicialmente el comportamiento de las funciones de dispersion con energia real,
utilizando como estado ds;; del nucleo 7O, el cual posee los siguientes parametros en el

potencial de Wood-Saxon [1]:

Up = 52,827 MeV

ro = 1,245 fm

a=07fm

Vso = 13,492 MeV

Como los estados de dispersion se encuentran normalizados a la delta de Dirac, es necesario
calcular la norma de los mismos. Mediante el desarrollo de la ecuacion (2.1) es posible observar

la deduccion de la ortonormalidad para estados de dispersion con energia distinta € y €’:

S(e—¢€) = / u(r,e) u(r,€)dr (2.1)
0
Si se discretizan los estados de dispersion en la energia se tiene:
5(r—r) = / u(r,e) u(r',e)de ~ Z hiu(r,e) u(r',e) = Zwi(r)wi(r’), (2.2)
0 i i

donde w;(r) = Vhju(r, €) y h; es el peso de la cuadratura utilizada para aproximar la integral.

Con esto es posible escribir la delta de Dirac para dos energias ¢; y €; de la siguiente forma:

© S wi(r) w;(r)
(e —¢€;) = / u(r,€) u(r,e;)dr = — L (2.3)
i Jj A i j \/h_l \/h—]
Y luego reescribiendo la ecuacion (2.3) de la siguiente forma:
[ witrwi0dr = Nhiyhote - ) L hidte - e 2, (2.4
0

donde (1) vale porque al ser una delta es no nulo para i = j y luego (2) es debido a que, al

aumentar el nimero de funciones, para dos estados contiguos en energia §(¢; — €;) mientras

12
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que h; disminuye, lo que permite, formalmente, reemplazar la delta de Dirac por una delta de
Kronecker. Mostrando que al realizar la discretizacion, estados con energias distintas deben
ser ortonormales entre si. Sin embargo; al realizar los calculos numéricos se encuentran
discrepancias con la teoria, que se exponen a continuacion.

La norma se calcul¢ utilizando la integracién numérica trapezoidal, que se desarrolla de la

forma mostrada en la ecuacion (2.5).
max
i (r)|* = / wi) wir) dr ~ Y W) W) Fyteps Titep =001 fm (25)
0
k

A las funciones de dispersion fue necesario multiplicarlas por un factor para lograr su nor-
malizacion en el plano de energia, debido a que las mismas se encuentran normalizadas en el
espacio de momentos con un factor 7 (Eq. 1 [11]). Por esto se hallé que para pasar al espacio de
energia es necesario utilizar un coeficiente de renormalizacién mostrado en la ecuacion (2.6):

2 |k 2u

R=y\/=1/—- ¢

r\c TRz (2.6)

donde k es el valor del momento lineal y la constante ;—’; es el factor de conversion entre

momento y energia con unidad — que brinda el propio codigo para el caso del 170.

1
MeV f
Para estudiar la ortonormalidad se calcularon dos magnitudes, la primera es la norma
promedio de las n funciones de onda y la segunda es el promedio de la norma para funciones
ortogonales (es decir, entre funciones con distinto valor de energia ¢), dicho promedio se calcula

sobre un intervalo de energia de la manera presentada en la ecuacion (2.7).

1
N? = ; Z Zwi(rk) w;(ry) Fsteps  Tstep = 0,01 fm (2.7)
ik

Luego para hallar el valor de la norma entre funciones de energia distinta se utiliz6 la

expresion (2.8)

2
Nz = Z Z wi(rk) wj(rk) Fstep>  Tstep = 0,01 fm, (2~8)
n(n—-1) 4
2
donde el factor oD
Para tener una muestra amplia de la ortonormalidad vamos a considerar tres rangos de

es la cantidad de combinaciones que existen cumpliendo que i < j.

energia maxima que fueron 50, 100 y 200 MeV, sobre cada uno el nimero de funciones para
calcular el promedio fue aumentando de 2 a 100. En la figura 2.1 se observan los valores de
norma promedio para los tres intervalos de energia para una funciéon consigo misma y entre

funciones de distinta energia
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Funciones de onda Funciones de onda
R L Norma promedio para E. 50.0 MeV
100 | i 100 Norma promedio para 100.0 MeV
Norma promedio para 200.0 MeV
0.75 0.75 -
NZ 0.50 050 -
0.25 0.25
Norma promedio para E ., = 50.0 MeV
Norma promedio para E ., = 100.0 MeV — — —
0.00 |+ Norma promedio para E ,,, = 200.0 MeV 0.00 F
0 25 50 75 100 0 25 50 75 100
Cantidad de funciones de dispersion Cantidad de funciones de dispersién

Figura 2.1: Norma promedio para distinta cantidad de funciones e intervalos de energia para funciones
distintas. Para una funcién consigo misma (izquierda) y entre funciones de distinta energia (derecha).

Se observo que la norma promedio de cada funcién es muy cercana a 1 mientras que la
norma promedio para funciones de distinta energia ronda entre los valores 0.1-0.05. Estos
valores, aunque no estrictamente cero se considerd aceptable debido a que no era esperable que
se cumpla la ortonormalidad teérica en el calculo numérico. Los cambios bruscos que presentan
las normas cuando se utilizan pocas funciones de dispersion se debe a que, a baja energia, las
oscilaciones tienen longitudes de onda mas largas permitiendo que la norma pueda adquirir
valores mayores a 1 si el radio maximo de integracion no es suficientemente grande, afectando
el promedio. Cuando la cantidad de funciones aumenta, la norma se encuentra mas controlada
y es posible compensar dichas variaciones a baja energia con el resto de las funciones. El

comportamiento de la longitud de onda se muestra en la figura 2.2.

o ™ Energia: 1 MeV
0.2 7 N\ Energia: 2 MeV
' / Energia: 10 MeV
/ \ Energia: 50 MeV
A~ A~ N\ Energia: 100 MeV
(/ \ O\ .
0.1
\
\ / \
= \ f.
=00 /
=
\
=01t A
-02 | .
AN
0 10 20 30
r (fm)

Figura 2.2: Funciones de dispersion con diferentes
valores de energia.

Finalmente, se concluy6 que los estados no son rigurosamente ortonormales entre si. En
las aplicaciones veremos que, aun con esta deficiencia, las funciones expandidas con ellas

convergen a la funcién exacta.
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2.2. Expansion del estado ligado 0d5/, de 7O en base real

Para analizar el comportamiento de la funcion de onda dependiendo de la influencia de una
resonancia, se expandio el estado ligado del oxigeno que posee una energia de E = —4,12 MeV
y se muestra en la figura 2.3. Dicho estado se expandi6 sobre dos bases, una generada con un
valor de potencial de Uy = 25MeV y otra con Uy = 40MeV, donde el resto de parametros se

mantuvieron constantes y tienen los siguientes valores [1]:
m rp=1,245 fm
» a=07fm

x V,, = 13,492 MeV

0.6 F Funcién de onda del estado ligado

0.5

0.4

wf(r)

03

0 5 10 15 20
r (fm)

Figura 2.3: Funcion de onda correspondiente al estado ligado 0ds,, del
170 para un valor de Uy = 52,827 MeV.

En ambos casos se utilizaron 20 funciones del continuo con energia real para el mismo
estado ds,, equiespaciadas en un rango comprendido entre 0 — 50 MeV'. El calculo de dicho
estado se debe realizar sobre la posicion y la energia como se detalla a continuacioén partiendo

de la ecuacion (1.39), donde el subindice i etiqueta a los estados ligados y j a las resonancias
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contenidas entre el contorno P* y el semieje real positivo:

Y(r) :Z ciul.(o)(r) + Z cju](.o)(r) + ‘/P+ de cgu(o)(r, €)

i J

=> u”(r) / T (g (rdr + > u®@) / 4O (g (rydr (2.9)
- i 0 i - Jj 0 j :
+/ u®(r, 5)/ u® (r, &)y (r)drde

_\",0 40 (©) L,
=20 |+ IRE [ e
+ Zu(o)(r, gk)/ u9(r, e )Y (rydriAe

—Z u” (r) Z () (m) A+ Z (r) Z )Y (rm) Ay

+ Z (0)(r gk) Z (O)(rn; €k)¢(rn)ArnAe

(2.10)

(2.11)

En el desarrollo anterior se aproximaron las integrales espaciales y de energia por cuadraturas
trapezoidales, donde Ar; = Arp, = Ary, = rgep ¥ A€ es la diferencia de energia entre los
estados de dispersion. Para este caso los limites de integracion ryax y Emax son 20 fmy
50 MeV respectivamente, que son los valores maximos de distancia y energia para los cuales
se realizaron las sumatorias.

Inicialmente, se propuso utilizar E,;;, = 10 MeV, pero no se logré una convergencia de
la funcién de onda en la region exterior del nuicleo, indistintamente del nimero de estados
de dispersion considerados, por lo que se determiné utilizar E,, = 50 MeV, esto demuestra
que los estados de dispersion de alta energia son necesarios para describir apropiadamente la

region de la funcién de onda mas alla del radio nuclear.

2.2.1. CasoU; = 40 MeV

Utilizando la expansion mostrada en (1.27), se expande el estado ligado sobre la base de
Berggren generada por hy, donde el potencial de Wood-Saxon posee parametros iguales a los
mencionados al comienzo de esta seccion y Uy = 40 MeV. Con dichos valores este Hamiltoniano
no posee estados ligados, pero si una resonancia cercana al eje real con valor E = (0,80 —
i0,046) MeV. Como la integracion se realizo sobre el eje real, la funciéon de onda aproximada se
conforma tnicamente por estados de dispersion u'? (r, €), con sus respectivos coeficientes c,.
Donde u'? (r, ¢) son los autoestados de hy = T + U.

Para mostrar la representacion sobre esta base, se utilizaron 2, 4, 8 y 20 funciones de
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dispersion para aproximar la funcion de onda y ver como cambia la misma variando el numero

de funciones. Las funciones de onda correspondientes se muestran en la figura 2.4

Funciones de onda Funciones de onda
0.6 —— Funcién de onda original 0.6 - —— Funcién de onda original
—— Funcién de onda aproximada —— Funcién de onda aproximada

051
04t 04t

0.3

wf(r)
wf(r)

0.2} 0.2}

0.1}

00} 00F

0 5 10 15 20 0 5 10 15 20

r (fm) r (fm)
(a) Aproximacién con 2 funciones (b) Aproximacion con 4 funciones
Funciones de onda Funciones de onda
0.6 [ Funcién de onda original 0.6 Funcién de onda original
—— Funcién de onda aproximada —— Funcién de onda aproximada

0.4 - 0.4

© =
=4 =4
s 0.2 = 0.2}
0.0} 0.0
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
r (fm) r(fm)
(c) Aproximacion con 8 funciones (d) Aproximacion con 20 funciones

Figura 2.4: Comparacién de la funcion de onda original con distintas aproximaciones para Uy = 40 MeV'.

Se observa que no es posible realizar una buena aproximacion de la funcién de onda, debido
a la cercania de la resonancia al eje real de energia. Para salvar la situacion es necesario
aumentar la cantidad de estados considerados que se encuentran cercanos a la resonancia,
como la misma posee un valor de Ey = 0,80 MeV, la densidad de estados en esta region debe ser
superior. En la figura 2.5 se utilizaron 1000 estados de dispersion, logrando una aproximacion
sustancialmente mejor. Para lograr que cualitativamente no se encuentren diferencias de forma
visual pueden ser necesarias cantidades mayores de estados; sin embargo, con 1000 se nota una
clara mejoria y como la funciéon de onda aproximada converge a la original, lo que muestra
que la convergencia se encuentra garantizada al aumentar la densidad de estados cuando una

resonancia se encuentra cerca del eje real.
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Funciones de onda

0.6 | Funcién de onda original
Funcién de onda aproximada

05F

0.4 r

wf(r)

0.2 r

0.0

1 1 1 1 |

0 5 10 15 20
r (fm)

Figura 2.5: Comparacion de la funcién de onda original con una aproximacion para
Uy = 40 MeV utilizando 1000 estados de dispersion.

Se destaca como inicialmente la funcién de onda converge en la regiéon dentro del nucleo y la
mayor densidad de estados asegura el buen comportamiento en la “cola” de la funcién, donde
se observan pequenias oscilaciones. Esta region concuerda con el espacio que se encuentra por

fuera del nucleo.

2.2.2. Caso U, = 25 MeV

Analogo a la situacion anterior, se realizd el mismo procedimiento, cambiando el parametro
del potencial Uy = 25 MeV y manteniendo los restantes iguales. En este caso la resonancia
posee una energia compleja igual a E = (4,03 — i2,04) MeV. Como la parte imaginaria es grande
(alrededor de tres 6rdenes de magnitud mayor al caso anterior) la resonancia practicamente
no tiene influencia sobre los estados de dispersion. En la figura 2.6 se muestra como se va
construyendo la funcién de onda expandida a medida que se incrementa el numero de estados
de dispersion. La energia de corte es 50 MeV, como en el analisis anterior. Se observé que la
convergencia, aunque pobre, es mas rapida que para la situaciéon donde la resonancia estaba
cerca del eje real.

La rapidez mencionada anteriormente permite la utilizaciéon de una menor cantidad de

funciones para obtener una representacion aceptable.
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0.6 - Funcién de onda original
—— Funcién de onda aproximada

0.2}

wf(r)

0.0 -

—-0.2}

L L L L L

wf(r)

0 5 10 15 20
r (fm)

(a) Aproximacién con 2 funciones

Funciones de onda

0.6 —— Funcidn de onda original
—— Funcién de onda aproximada

0.4

0.2}

wf(r)

0.0 -
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wf(r)
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(c) Aproximacion con 8 funciones
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Funciones de onda

0.6 -

Funcién de onda original

—— Funcién de onda aproximada

0.4 r

0.2

0.0 -

0 5 10 15 20
r (fm)

(b) Aproximacién con 4 funciones

Funciones de onda

0.6 —— Funcién de onda original
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Figura 2.6: Comparacion de la funcion de onda original con distintas aproximaciones para Uy = 25 MeV.

De forma analoga al caso anterior se realiz6 una representacion utilizando 100 estados de
dispersion, donde de forma visual no es posible distinguir la funcion de onda original y la
aproximada, este caso se muestra en la figura 2.7, evidenciando la convergencia.

Una vez realizado el analisis cualitativo, se procedi6 a hacer un analisis cuantitativo de las
aproximaciones que utilizaron Gnicamente 20 funciones de dispersion tanto para el potencial
con Uy = 40 MeV como el caso con Uy = 25 MeV. El mismo se realizé calculando la desviacion
cuadratica media ( y?) para ambas expansiones, definiendo a 1/(r) como la funcién del estado
ligado y Yuprox(r) como la funciéon aproximada por estados de dispersion. La definicion de
dicho valor se detalla en la ecuacion (2.12).

9 1 N 2
£ =5 W) = Yaprox(r) (2.12)

Como las funciones de onda se encuentran discretizadas en r, N es la cantidad de puntos de

la funcién de onda en la coordenada radial, que en este caso debido a que rpax = 20 fmy ryep =

0,01 fm, N = :”:—“’; = 2000. Luego ¥/(r),Yaprox(r) son las funciones de onda correspondientes
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Figura 2.7: Comparacion de la funcion de onda original con una
aproximacion para U, = 25 MeV utilizando 100 estados de dispersion.

al estado ligado original y a la representacion utilizando los estados de la base de Berggren
respectivamente.

En el caso de Uy = 40 MeV se obtuvo un valor de y* = 2 - 1072, mientras que para Uy =
25 MeV el valor fue de y* =7 - 1077, El valor obtenido para 40 MeV es cinco 6rdenes mayor
que el de 25 MeV. Esta dificultad para lograr una correcta aproximaciéon con un niamero de
funciones de onda razonable marca la necesidad de realizar la misma utilizando contornos de
integraciéon complejos que incluyan dentro a las resonancias que aportan informacion valiosa

en la aproximacion.

2.3. Expansion del estado ligado 0ds/, de 'O en base
compleja

De forma alternativa a la representacion real es posible utilizar una que incluya explicita-
mente la resonancia y un nimero finito de estados de dispersion con energia compleja. El
contorno complejo se define a partir de los valores Ey y % de la resonancia del Hamiltoniano
auxiliar hy que es quien define la base. Esta resonancia debe ser contenida por el contorno de
integracion, lo que divide al mismo en cuatro segmentos. El primer (C;) posee los siguientes
puntos como vértices (0, 0) y (0,02 - Ey, 0). El segundo segmento (C,) comienza en el punto
(0,02 - Ep, 0) y finaliza (E, , —% - 1,5), donde el valor 1,5 se define para contener la resonancia
de forma correcta dentro del contorno, alejandolo 1,5 MeV de la misma. El tercer segmento

(Cs) tiene vértices (Eq , —% —1,5) y (1,98 - Eg, 0). Y finalmente el cuarto (C4) comienza en
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(1,98 - Ey, 0) y finaliza (E;qx , 0). En la figura 2.8 se muestra la forma del contorno a modo de
ejemplo, sin utilizar valores particulares.

Para realizar la integracion es necesario redefinir la misma, ya que al integrar por distintos
segmentos es necesario definir la diferencia de energia entre los estados y la variaciéon sobre el
plano complejo, lo que se evidencia en la ecuacion (2.13).

Aqui Az; = E;41 — Ej, con E; sobre el contorno y se corresponde con el peso de la cuadratura

trapezoidal, mientras |AE| = |Az;|, el cual es el mismo para todos los estados sobre el contorno.

|ui) = VAZ|AE| ), (2.13)

donde [u) es el estado de dispersion discretizado sobre el contorno, y es autofuncion de hy.

0.98°, 0.98°E, ' C

Figura 2.8: Contorno de integracién complejo.

La definicion de 1,5 MeV se consider6 razonable porque permite alejar el contorno a una
distancia prudencial de la resonancia sin que el mismo se encuentre demasiado lejos. Se probo
con un valor de 2,5 MeV y la parte imaginaria de la funcién de onda aumentaba considerable-
mente, lo que es indicio de que no es una buena opcion tomar estados de dispersion con parte
imaginaria muy grande.

Para calcular la funcién de onda sobre la base compleja como se muestra en la ecuacion (1.23),
ahora que el contorno encierra una resonancia entre el mismo y el semieje real de energia, dicha
resonancia es parte de la base y su funcion debe ser considerada en el calculo. La aproximacion
se realizd6 nuevamente para Uy = 40 MeV, debido a que utilizando la integracion real, fue
el caso con peores resultados. Para esto se integrd sobre el contorno complejo utilizando 1
funcion sobre Cy, 2 funciones para C, y Cs; y 15 funciones para Cy. De esta forma la cantidad de
funciones es igual al primer caso, aunque el valor de obtenido de y* = 7-107> lo que representa
una disminucion de un 6rden de magnitud respecto al valor obtenido anteriormente

De la misma forma que se mostro en la seccion anterior, en la figura 2.9 se muestra como

ocurre la convergencia para 2, 4, 8 y 20 funciones utilizando integracion compleja.
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Figura 2.9: Comparacion de la funcion de onda original con distintas aproximaciones para Uy = 40 MeV
utilizando integracion compleja.

Es posible observar la mejora en la convergencia para una cantidad baja de funciones (2 y
4), donde vemos una mejor aproximacion en comparacion al caso de Uy = 40 MeV con base
real. Esta mejora es debido a la incorporaciéon de forma explicita de la resonancia, la cual
aporta valiosa informacion en la representacion, lo que permite utilizar una menor cantidad de
funciones para obtener un valor del mismo érden o menor de y?.

La componente imaginaria es espuria debido a que atin no se ha alcanzado la convergencia.
La figura 2.10 muestra la funcion expandida en la base compleja utilizando 1 funcién sobre Cy,

1 funcion para C, y Cs; y 20 funciones para C4, manteniendo el valor de Uy = 40 MeV'.

2.4. Analisis de convergencia

En las secciones anteriores se obtuvo convergencia con 100 estados de dispersion para una

onda parcial. En calculos de sistemas de muchos cuerpos se hace uso de decenas de ondas
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Figura 2.10: Comparacion de la funcion de onda original con una aproximacioén para Uy = 40 MeV
utilizando 23 estados de dispersion sobre un contorno complejo.

parciales y multiples contracciones entre ellas. Por este motivo es importante reducir el nimero

de estados de dispersion necesario para describir el continuo.

2.4.1. Sobre la cuadratura para aproximar integrales en energia

Al consultar informacioén sobre métodos de cuadratura para el caso de energia, se presenta
la cuadratura de Gauss-Legendre (G-L), utilizada extensamente en la bibliografia disponible [6].
Debido a esto se opt6 por analizar, en esta seccidn, el rendimiento entre las dos cuadraturas,
G-L y trapezoidal.

En el caso de G-L la integracion en energia de los estados de dispersion se aproxima de la

siguiente manera:

A |u€> <u€|l//> de = Z |u€k) <u€k|¢) hk (2.14)
k

~ D Vhiclug) Vhi (ue [119) (2.15)
k
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) lwe) | welr) (rly) dr (2.16)

Zww |

2 ) wee) D we (ra)(ra) Ary, (2.17)
k n

donde Ay son los pesos de Gauss-Legendre para cada energia y w,, las funciones de dispersion
para la energia que corresponde a los ceros de los polinomios de Legendre, multiplicadas por
la raiz cuadrada del peso: w,, = Vhyu,.

Ya definido el marco tedrico se procedio a realizar el codigo para proyectar el estado ligado
sobre la base anteriormente mencionada (40 MeV') debido a que para el eje real es el caso mas
desfavorable, donde la resonancia se encuentra cercana al mismo. Se observé que el codigo
funciona correctamente y era posible utilizar la cuadratura sobre el eje real de energia, vale notar
que valores demasiado pequenos de E,,;» no permiten reconstruir correctamente la funciéon
de onda. Antes de realizar una comparaciéon entre ambas cuadraturas en la representacion
de Berggren con el contorno introducido en la seccién anterior, se comprob6 que tanto la
cuadratura G-L como la trapezoidal logran que la parte imaginaria de la funcion de onda
aproximada sea practicamente nula al utilizar el contorno complejo. En ambos casos se verifico
que es correcto, por lo que se prosiguio a utilizar un caso de prueba para analizar la convergencia
de ambos métodos.

El anélisis de convergencia se realiz6 primeramente sobre el eje real, considerando 4 seg-
mentos que coinciden con las divisiones en la parte real de la figura 2.8, para esto se eligi6

Eax = 1000 MeV y la cantidad de funciones para C;, C3 y Cy:
= Cantidad de funciones para C, (n;): 8 funciones
= Cantidad de funciones para C; (n3): 8 funciones
= Cantidad de funciones para Cy4 (n4): 100 funciones

El limite de energia se determiné para contemplar un espacio mas completo, debido a que a
priori, restringir E,,;, = 100 MeV podia limitar la convergencia. Luego se comenzo6 a aumentar
la cantidad de funciones en el segmento C; en potencias de 2 y se registro el valor de y? (2.12)
para cada valor de n;. Una vez que y? no varia al aumentar n; se procede a variar de igual
forma n, y ns, estos utilizan el mismo valor porque, como el contorno es simétrico entre los
dos segmentos, se optd por respetar dicha simetria y utilizar la misma cantidad de funciones a
cada lado de la resonancia. Esta simetria cobra importancia al utilizar valores complejos.

En la tabla 2.1 se muestran los valores obtenidos, resaltando en color cuando se consider6 la
saturacion de cada contorno. Analogamente se realiz6 el mismo tratamiento para la cuadratura

de Gauss-Legendre, como se muestra en la tabla 2.2
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X X
Cantidad Cantidad
funciones Ci E R C funciones C C - G Cs
2]6,17-1073 0.17 6,78 - 1073 2(1,49-107° 0.014 6,80 - 1073
416,17-1073]225-107% | 6,78 - 1073 411,49-107°] 531-107> | 7,10-1073
86,17-1073]6,17-1073 | 6,78 - 1073 8(1,49-107°] 1,49-107¢ | 1,77 - 1072
166,17 - 1073 | 5,58 - 1073 | 6,83 - 103 161,49-107°[ 1,21-1071° | 1,12 - 1072
32(6,17-1073{ 5,61-1073 [ 7,26 - 1073 32[1,49-107°| 7,26 - 10711 4,32 -107*
646,17 -1073{ 5,62-1073 [ 6,89 - 1073 641,49-107°{ 7,26 - 10711 | 1,09 - 1073
128 16,17 -1073| 5,63 - 1073 [ 5,20 - 1073 128(1,49-107°| 7,26 - 10711 | 6,97 - 1071
256 2,44 -1073 256 6,98 - 10711
512 9,41-107*% 512 6,98 - 10711
1024 2,97 - 1074 1024 6,98 - 10711
Tabla 2.1: Convergencia de y? para los segmentos Tabla 2.2: Convergencia de y? para los segmentos
del eje real utilizando cuadratura trapezoidal del eje real utilizando cuadratura G-L

Se observa que, en la tabla 2.1 x? decrece para 1024 funciones en Cy4, sin embargo, se tomod
este valor como limite porque aumentar n4 resulta impractico y la finalidad de este trabajo es
reducir el nimero de funciones sobre las que se proyecta la funcion original.

De forma analoga en la tabla 2.2 G-L logra valores de y* con 7 6rdenes de magnitud menores
a la cuadratura trapezoidal por lo que es un método mas efectivo, a su vez, se remarco que no
solo la aproximacion es mejor, sino que también se utilizé una menor cantidad de funciones
(194 vs. 1058).

La diferencia en la convergencia de ambos métodos se muestra en la figura 2.11, donde es
posible observar que utilizando alrededor de 16 funciones, G-L es superior a la cuadratura
trapezoidal. Dicha figura se realiz6 con los datos correspondientes a la convergencia del

segmento C4 de ambas cuadraturas.

2.4.2. Aplicacion al contorno complejo

A continuacion se analiz6 la convergencia y saturacion de funciones sobre el contorno
complejo utilizando los valores de potencial mencionados anteriormente (25 MeV , 40 MeV)
para analizar el comportamiento de las mismas contemplando la resonancia y prescindiendo
de ella. En la tabla 2.3 se observa la convergencia para un valor de potencial Uy = 40 MeV
utilizando la cuadratura trapezoidal. Recordar que y? mide la diferencia entre el estado ligado
que es autofuncion de h, calculado de forma exacta con el codigo ANTI y la funcién calcu-
lada aproximadamente mediante la expansion en la base que incluye un estado ligado, o de
resonancia, segin corresponda y los estados de dispersion.

Luego el mismo anélisis se realiz6 para el mismo valor de potencial pero esta vez utilizando

la cuadratura de Gauss-Legendre. Los valores obtenidos se muestran en la tabla 2.4.
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107}
[N}
=
Cuadratura trapezoidal
10—10 Cuadratura de Gauss-Legendre
2 ;s

NUmero de funciones

Figura 2.11: Convergencia entre cuadratura trapezoidal y de Gauss-Legendre
variando la cantidad de funciones en Cj.

El contorno definido para esta resonancia, que tiene energia (0,798 — i0,046) MeV, re-
sulta determinado por sus cuatro vértices que son (0,0 — i0,0) MeV, (0,016 — i0,0) MeV,
(0,798, —i1,046) MeV, (1,58 — i0,0) MeV y (100 — i0,0) MeV.

X X

Cantidad Cantidad

funciones © ©) =& & funciones © © =& Ca
2 2,39-107%| 9,62 - 1072 1,00 - 1072 2 9,03-1073(9,29-1073 [ 2,11- 1072
4 2,39-107%| 1,53 - 1072 | 1,00 - 1072 4 9,03-1073 [9,03-1073] 2,15 1072
8 2,39-107%(2,39-1072 | 1,00 - 1072 8 9,03-1073 [9,03-1073] 2,98 - 1072
16 2,39-107%(3,75-1072 | 1,00 - 1072 16 9,03-1073 [9,03-1073] 2,93 - 1072
32 2,39-107%| 6,09 - 1072 | 1,00 - 1072 32 9,03-1073 [9,03-1073| 7,50 - 1073
64 2,39-107%| 1,03-1071 9,91 - 1073 64 9,03-1073 [9,03-1073] 9,04 - 1073
128 2,39-107% 1,79-1071 9,39 - 1073 128 9,03-1073 [9,03-1073]9,03- 1073
256 8,34 -1073 256 9,03 - 1073
512 5911073 512 9,03-1073
1024 2,96 - 1073 1024 9,03-1073

Tabla 2.3: Convergencia de y° en el contorno Tabla 2.4: Convergencia de y? en el contorno
complejo utilizando cuadratura trapezoidal (Uy = complejo utilizando cuadratura de Gauss-Legendre
40 MeV) (Uy = 40 MeV)

Se observoé que utilizando el contorno complejo, ambos métodos ofrecen peores resultados
comparados a utilizar el eje real, sin embargo, vemos que el método de Gauss-Legendre requiere

menos funciones sobre los segmentos complejos para poder converger la funciéon de onda.
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Ademas, se aprecia una mayor estabilidad en los valores de y? al continuar aumentando el
numero de funciones en contraposicion de la cuadratura trapezoidal, donde es posible ver que
para los segmentos C, — Cj si se contintia agregando funciones la reconstruccion de la funciéon

de onda se ve afectada negativamente.

Es posible que la pobre convergencia sea debido a que la resonancia E = (0,798 — i0,046)
que forma la base es muy ancha, y por ende los estados de dispersion tienen una componente
imaginaria muy grande. Las componentes imaginarias introducidas por la resonancia deben ser
compensadas por los estados de dispersion con energia compleja, dado que ese estado expandido
es puramente real (sin componente imaginaria). Para analizar si estos resultados dependen de la
resonancia o solamente de utilizar el contorno complejo, se procedi6 a realizar el analisis para
un valor de potencial de Uy = 25 MeV, los resultados de las dos cuadraturas se muestran en las
tablas 2.5 y 2.6, para este caso la resonancia tiene un valor de E = (4,03 — i2,04) MeV con la
cual los vértices del contorno resultan: (0,0 — i0,0) MeV, (0,08 — i0,0) MeV, (4,03 — i3,046 MeV,
(7,98 — i0,0) MeV y (100 — i0,0) MeV.

X X
Cantidad c c c c Cantidad o e ol e
funciones ! 2 } ¢ funciones ! 2 } ¢
2 9,21-107%| 1,06 -107! | 9,79 - 1072 2 1,18 1,03 |1,13
4 9,22-107% | 8,05-1072(9,78 - 1072 4 1,18 1,18 |[1,13
8 9,22-107%2[9,21-1072 9,72 - 1072 8 1,18 1,18 |[1,02
16 922-107% | 1,46 - 1071 | 9,42 - 1072 16 1,18 1,18 | 1,03
32 923-107%[2,71-1071 8,89 - 1072 32 1,18 1,18 | 1,03
64 924-107% | 540-1071 (8,27 - 1072 64 1,18 1,18 | 1,03
128 9,27 - 1072 1,10 8,22 - 1072 128 1,18 1,18 | 1,03
256 1,27 - 1071 256 1,03
512 4,02 - 1071 512 1,03
1024 1,69 1024 1,03

Tabla 2.5: Convergencia de y* en el contorno Tabla 2.6: Convergencia de y? en el contorno
complejo utilizando cuadratura trapezoidal (Uy = complejo utilizando cuadratura de Gauss-Legendre
25 MeV) (Uy = 25 MeV)

Cuando U, = 25 MeV, la resonancia contenida en el contorno de integracion se encuentra
demasiado metida en el plano complejo (2 MeV) lo que implica peores aproximaciones de la
funcién de onda, en este caso ambas cuadraturas obtienen peores resultados que cuando la
resonancia se encuentra cerca del eje real (caso Uy = 40 MeV), sin embargo, G-L obtiene peores
resultados aunque una mayor estabilidad en los valores de y? cuando aumenta el nimero de

funciones sobre cada segmento.
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Un problema que se observo es que en el caso de la resonancia mas angosta (Uy = 40 MeV)
la aproximacion tiene un y? dos érdenes de magnitud menos, se planteé entonces que este
mejor desempefio puede ser debido a que, dicha resonancia es mas angosta que en el caso de
Up = 25 MeV, lo que mejora la convergencia de la “cola” de la funcién. Para confirmar si este
era el problema se prob¢ utilizar un valor de potencial de Uy = 42,5 MeV, para la base creada
con ese valor existe una resonancia mas angosta que tiene un valor de % =3,55-10"> MeV
y Ey = 4,14 - 1072 MeV. Con esta resonancia el contorno tiene como vértices los siguientes
puntos:(0,0 — i0,0) MeV, (0,0008 — i0,0) MeV, (4,14 - 1072 — i1,00004 MeV, (0,082 — i0,0) MeV
y (100 — i0,0) MeV Los resultados obtenidos se muestran en la tabla 2.7.

2

X
Cantidad
funciones Ci R Cq
2 251-107 | 2,45-1077 | 4,31-1073
4 2,51-1077 | 2,49-10"7 | 4,48-1073
8 251-1077 | 251-1077 | 1,19-1072
16 2,51-1077 | 251-10"7 | 1,08 -1072
32 251-1077 | 251-1077 | 2,38 -107°
64 251-107 | 2,51-1077 | 5,23-107
128 251-1077 | 251-1077 | 2,12-1077
256 1,77 - 10~/
512 1,75 - 1077
1024 1,75 - 107/

Tabla 2.7: Convergencia de y? en el contorno complejo utilizando cuadratura de Gauss-Legendre

Se mostr6 que es posible obtener una buena aproximacion utilizando G-L, en este caso se
determind que ny = 64 es una buena alternativa porque para los siguientes incrementos la
variacién en y* es minima.

La utilizacion de Gauss-Legendre es favorable en casos donde la resonancia es angosta, si se
comparan los mejores resultados obtenidos para los tres valores de potencial se ve la mejoria

en la representacion mientras mas angosta es la resonancia, esto se muestra en la tabla 2.8

Uy =25 MeV | Uy =40 MeV | Uy =42,5 MeV
Ancho de la resonancia 2,04 MeV 4,60-107% | 3,55-107> MeV

Mejor aproximacion ( y?) 1,02 7,50 - 1073 5,23 - 1077

Tabla 2.8: Comparativa de y? en el contorno complejo utilizando cuadratura de Gauss-Legendre para

distintos potenciales

Es evidente como si el ancho de la resonancia disminuye 5 6rdenes de magnitud, y? disminuye
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7. Esto indica que mientras mas angosta sea la resonancia, la mejoria en la aproximacion es
todavia mayor.

Para ejemplificar la distribucion de funciones cuando se utiliza G-L se graficaron los valores
de enegia compleja utilizados sobre el contorno C, y Cs, que se muestra en la figura 2.12,
donde se observa que G-L tiene la caracteristica de tener una mayor densidad de puntos en los
extremos del intervalo.

Funciones de onda

0.0 -

-0.6 -

wf(r)

-09 F

-1.2

. . v .
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20
r (fm)

Figura 2.12: Distribucion de funciones para cuadratura G-L
sobre C; y Cs.

Finalmente, se concluy6 que entre los métodos de cuadratura mencionados, el de Gauss-
Legendre presenta una mayor estabilidad, mejor desempefio y un menor costo computacional,

por lo que durante el resto de este trabajo sera la cuadratura utilizada.

2.5. Expansion de estados para 2°*Pb

El primer uso de la representacion de Berggren en un sistema realista fue en el area de fisica
nuclear [11]. Los autores de la Ref. [11] diagonalizaron un Hamiltoniano de particula simple en
la base de Berggren. En su estudio solo se ocuparon en calcular el autovalor del Hamiltoniano
expandido en la base construida con el Hamiltoniano auxiliar. Este trabajo se ocupa de analizar
el uso de la Base de Berggren para expandir las autofunciones.

Al haber analizado los métodos de cuadratura y haber obtenido una buena representaciéon
del estado ligado de 70, se eligi6 representar estados que resulten mas realistas en cuanto a
su inestabilidad, para esto se utiliz6 como referencia un trabajo sobre el 2°Pb [11]. En dicho
trabajo se expanden dos estados correspondientes al nivel hy;,2, uno ligado y otro resonante,

con energias E = —14,88 MeV y (2,33, -0,030) MeV respectivamente.
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Los parametros utilizados para calcular las funciones de onda correspondientes fueron
presentados en el trabajo mencionado junto con [4], donde se explicita el valor del potencial de

espin-orbita. A Continuacién se detallan los valores que definen el Hamiltoniano h del sistema.
s Uy =444 MeV = a=07fm
= 1o =127 s Vo =165 MeV

Luego de obtener las funciones de onda del estado ligado y resonante con los parametros
listados se procede a definir el Hamiltoniano auxiliar hy que va a generar la base para expandir
estos estados, se tom6 Uy = 40,4 MeV y a = 0,6 fm con el mismo niimero cuantico hy;/,. Con
estos parametros de campo medio se definid el contorno de integracién mediante el cual se
van a representar el estado ligado y la resonancia de h. Siguiendo la Ref. [11] se definié un
contorno en el espacio k con los siguientes vértices: (0,0), (0.4, -0.1), (0.6,0) y (4,0). E1 contorno
esta elegido de modo que la base generada por el potencial auxiliar hy descubra la region de la
segunda hoja de Riemann donde se encuentra la resonancia del Hamiltoniano h del sistema.

Estos vértices corresponden a los siguientes valores en energia (0,0), (3 12,-1.67), (7.50 0) y

2

(333.17,0) MeV, donde se usé la relacion de dispersion € = ]Z—l, conc; = & =0,048024—+——

donde p es la masa reducida del sistema neutrén-2Pb,.

va 2>

En esta base continuda existiendo un estado ligado con E = —12,45 MeV y una resonancia
con (Eo =439, % = —0,34)M eV que se encuentra contenida por el contorno. Con los estados
mencionados se realiz6 la expansion sobre la base respetando la cantidad de funciones, es decir,
potencias de 2 hasta llegar a 128 funciones por segmento de contorno junto con las energias
correspondientes, obteniendo la tabla 2.9 con los resultados tanto para el estado ligado como
para el de resonancia. El estado ligado se expandi6 utilizando los estados de dispersion del

contorno junto con la resonancia y el estado ligado que pertenecen a la base creada por hy.

Ligado Resonancia

Cantidad de 9 E 2 E
funciones por segmento X “
0| 422-107 | —=12,517 MeV | 1,03-1072 | (4,405, —0,133) MeV
2| 990-107° | —12,527 MeV | 5,05-1072 | (4,081, —0,275) MeV
4| 1,24-107% | —=12,525 MeV | 4,71-1072 | (4,237, -0,283) MeV
8| 1,46-107* | 12,526 MeV | 4,67 -107% | (4,305,—0,314) MeV
16 | 7,67 -107° | —12,526 MeV | 3,68 -1072 | (4,319, —0,320) MeV
32 | 7,10-107° | —12,526 MeV | 3,73-1072 | (4,321, -0,321) MeV
64 | 7,10-107> | —12,526 MeV | 3,75-107% | (4,321, -0,321) MeV
128 | 7,10-107° | —12,526 MeV | 3,75-1072 | (4,321,-0,321) MeV
Tabla 2.9: Convergencia de y? para los estados ligado y resonancia del 2°*Pb

30



Aplicacion de la base de Berggren

En el trabajo que se utiliza como punto de partida, los autores solo analizan la convergencia
de las energias para los estados elegidos. Sin embargo, al comparar la situacién se observa que
para ellos la energia converge con aproximadamente 16 y 32 funciones por segmento, aunque
cuando se analiza la convergencia de la funcion de onda se nota que el estado ligado requiere
32 funciones y el estado resonante nunca logra una buena aproximacioén. Esto muestra un dato
curioso: es posible obtener valores de energia correctos aunque las funciones de onda sean
incorrectas. En la figura 2.13 se observan las aproximaciones para los dos estados cuando ya
las funciones de onda convergieron y también sin utilizar estados de dispersion.

Una consideracion a tener en cuenta es la buena aproximacién que se obtuvo sobre todo
en el estado ligado considerando que se utilizé un niimero considerable de funciones sobre
el contorno complejo, las cuales aportan muchas contribuciones imaginarias que deben ser
compensadas entre ambos segmentos complejos.

Funciones de onda Funciones de onda

0.6 [ 0.6 [

Funcién de onda original
Parte real WF aprox

Funcién de onda original
Parte real WF aprox

05 05 |
0.4 |

03 |

wf(r)

0.2 -

0.1+ 0.1

0.0 | 0.0 |

(b)

Funciones de onda Funciones de onda

0.4 | Funcién de onda original Funcién de onda original
Parte real WF aprox 0.50 F Parte real WF aprox

0.0

wf(r)
wf(r)

-0.25

-0.4
-0.50

i L n L L

0 5 10 15 20
r (fm)

(d)

Figura 2.13: Representacion del estado ligado sin funciones de dispersion (a) y con la mejor aproxima-
ci6n obtenida (b); ademas la aproximacion del estado resonante sin funciones de dispersion (c) y con la
mejor aproximacion obtenida (d). Todos correspondientes al nivel 0hy;/, del 2®Pb con la base generada
por el Hamiltoniano auxiliar h.

Con esta figura observamos que la funciéon de onda correspondiente al estado ligado realiza
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una buena representaciéon particularmente correcta dentro del radio del nicleo (x 10 fm)
y con leves discrepancias fuera del mismo. La tabla 2.9 muestra que calcular autoenergias
en bases es mucho menos laborioso computacionalmente que calcular los autovalores, por
ejemplo, puede verse que con 8 estados de dispersion, la energia queda bien descrita mientras
la funcioén de onda ain no convergio.

Respecto de la representacion del estado resonante no solo es peor para describir la probabi-
lidad dentro del nucleo, sino que presenta un aumento considerable alrededor de los 20 fm,

que dispara la probabilidad, lo que conduce a una mala representacion.

2.6. Estimacion del tiempo de calculo

Debido a que se obtuvo una buena representacion del estado ligado en la base, se procedi6
a estimar tiempos de calculo con dicho estado, pero simulando el tiempo que necesita si se
calculara a partir de 2, 3 y 4 nucleones de valencia. Para tales sistemas la base de muchos
cuerpos estara formada por todas las contracciones posibles de los estados de particula simple
compatible con el estado de muchos cuerpos que se quiere representar. Por ejemplo, para
un sistema de dos particulas con momento angular igual a cero, deben tomarse solo las
contracciones con igual nimero cuantico n,/, j. Cuando el continuo es incluido en la base,
también pueden contraerse un ligado n, [, j con todos los estados de dispersiéon con el mismo
Lj.

A modo de simplificar el calculo, vamos a simular las contracciones tomando tantos loops
como particulas contendria el sistema a representar. Para esto se utilizaron 1, 2 y 3 contadores
que repiten la construccion de la funciéon de onda mediante los estados de dispersion, es decir:
Yy = Zszl We, C, |Ug, ) que reconstruye la funciéon de onda utilizando los estados de dispersion
multiplicados por los pesos de Gauss-Legendre y el coeficiente de la funcion original proyectada
sobre dichos estados.

Este calculo es lo mas costoso computacionalmente, considerando que las funciones poseen
dos mil elementos, la multiplicaciéon matricial es grande. Es por esto que se elige repetir el
mismo dependiendo de N (cantidad de funciones totales de dispersion), N veces para dos
neutrones de valencia, N2 para tresy N 3 para cuatro neutrones de valencia. La eleccion de
repetir el calculo en potencias de N es puramente estimativo, esta estimacion es una cota
superior del tiempo necesario debido a que hay reglas de seleccion que no se tienen en cuenta
(8].

En la tabla 2.10 se muestran los tiempos requeridos para simular la representacion del estado
ligado considerando N = 96 debido a que se requieren 32 funciones en cada segmento del

contorno.
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Neutrones de valencia | Tiempo de calculo [s]
1 0.351
2 0.473
3 7.944
4 730.568

Tabla 2.10: Tiempo de calculo estimado para 1, 2, 3 y 4 neutrones de valencia.

Se observ¢ el gran aumento de tiempo que ocurre para calcular un estado de 4 neutrones de

valencia. Como el mismo es un tiempo irreducible se opt6 por considerar distintas formas de

realizar la cuadratura para obtener buenos resultados.

Una opcidn consultada en la bibliografia [15] es la construccion de paquetes de ondas, los

mismos consisten en agrupar de forma especifica un nimero determinado de funciones de

dispersion y construir una unica funcion, es decir, un paquete. De esta forma se puede reducir

el nimero de funciones que conforman la base de Berggren. El formalismo y desarrollo de

dichos paquetes se detalla en el capitulo siguiente.
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onda

3.1. Paquetes de ondas reales

Como se mencion6 con anterioridad, expandir los estados de un nucleo sobre la base de
Berggren tiene sus ventajas, mas todavia si se utilizan contornos complejos de integracioén. Sin
embargo, se observo que al utilizar dicho método cuando se desea calcular una representacion
de muchos cuerpos, el proceso es demasiado lento debido al numero demasiado grande de
funciones de dispersion necesario para lograr una correcta aproximacion.

La implementacion de paquetes de ondas mencionada en [7, 12, 14] para su uso en reac-
ciones nucleares, marca un precedente para poder utilizar los mismos en la descripcion de
la estructura nuclear. La idea fundamental es construir paquetes de ondas conformados por
distintas funciones de dispersion cercanas en energia. Con dichas funciones se crea el paquete
lo que resulta en una unica funcion la cual es normalizable y permite la reducciéon de un grupo
de funciones en una tnica que condensa la informacion de todas.

La construccion de los paquetes de onda @ se explica a continuacién [7]:

Up(r) = \/LF/ ’ g(e)u(r, e)de (3.1)
p Yép-1
Ng
ip(r) ~ ——= 3 heglen)u(r. &) (32)

VN i

En la ecuacion (3.2) el subindice p es la etiqueta que nombra al paquete correspondiente en
el intervalo de energia (¢,-1 — ¢5), N, es la cantidad de funciones que conforman el paquete,
N, es el factor de normalizacion, h; son los pesos de Gauss-Legendre y g(ex) es el factor de
forma, es decir una funcién que modula y define la forma del paquete. Cuando el paquete se
encuentra en la vecindad de una resonancia g(¢) = sin(J,) siendo §, el cambio de fase, de otro
modo g(¢) =1 [7].

El factor de normalizacion N, se define de la siguiente forma [7]:

N, = /:p g*(e)de (3.3)

p—1

Por lo que el mismo esta relacionado con el factor de forma g(¢). Los paquetes de ondas se

34



Bases contruidas con paquetes de onda

construyen con funciones de dispersion que son ortonormales entre si y como un paquete no
es mas que la integral de estas funciones ponderadas por el factor de forma, si dos paquetes de
onda pertenecen a intervalos disjuntos de energia deben ser ortonormales, y su normalizacion

se muestra a continuacion:

(ﬁplﬁp/)zm/ g(e)ds/g lg(e)de /u(r,e)u(r,e)dr (3.4)

r

\/W-/ g(e)ds/ i g(e)de'd(e - €) (3.5)
PP’ 1

II'-‘

2
= —0pp (e)de (3.6)
Np p.p /gp_lg

Do

[l

Para (1) se utilizé que las funciones de dispersion se encuentran normalizadas a la delta
de Dirac en energia. En (2) se uso el hecho que € esta contenido en el intervalo [€,-1, €],
mientras €’ pertenece al intervalo [€,_1, €y]. Siendo estos intervalos disjuntos la delta de
Dirac es idénticamente nula. Y en (3) se utiliz6 la definicién de N, (Eq. (3.3)). Una de las
mayores diferencias a la utilizacion de funciones de dispersion (las cuales son normalizables
a la delta de Dirac) es que los paquetes de ondas son idénticos a las funciones de dispersion
que lo conforman hasta la primera oscilacién, luego poseen un comportamiento asintético
decreciente, lo que permite que los mismos sean normalizables y es posible hallar la constante
N,, para g = 1 este factor se reduce a €, — €p, que es el ancho del paquete en energia.

Analizando la bibliografia [7, 12] se encontré que cuando se utilizan paquetes de onda reales
es recomendable utilizar como factor de forma el seno de una constante llamada cambio de
fase sin (6,) que aporta informacion sobre la resonancia cuando la misma no es contenida
porque la integracion se produce sobre el eje real. Ante la presencia de una resonancia §(¢)
cambia rapidamente en la vecindad de la resonancia. Este cambio rapido simula el aumento de
densidad de estados de dispersion necesarios que se debi6 introducir en la representacion real
para tener una buena descripcion de la funcién de onda. Sin embargo, la implementacion de
paquetes de onda reales durante este trabajo es un paso intermedio para extender los mismos
al plano complejo, por lo que todos los paquetes de ondas utilizan un factor de forma g(¢) =1
para que todas las funciones de dispersion que lo conforman tengan el mismo peso.

En la figura 3.1 se muestran algunas funciones de paquetes de onda reales para distintas
energias, en la descripcion de cada subfigura se aclara el ancho en energia AE que posee el
paquete y el rango de energia donde se construyo.

Los paquetes de baja energia (a), (¢) y (e) parecen tener un comportamiento patologico, sin

embargo, tienen un comportamiento decreciente solo que, al ser de baja energia, poseen una
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Figura 3.1: Ejemplos de paquetes de onda reales para distintos intervalos de energia.

longitud de onda demasiado grande y no es posible apreciar el decrecimiento en el rango de
(0 —20) fm. Al ver la funcién en un rango mayor se observoé con claridad la disminucién de la

amplitud y las oscilaciones.
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El comportamiento decreciente se muestra en la ecuacion (3.8) [18], donde se observa que el

comportamiento asintético es decreciente de la forma %:

sin((kp — kp—1)r)

Up(r) oc sin(kyr) (3.8)
Es notable en el resto de paquetes la localizacion de los mismos, sobre todo en los casos de alta

energia para los cuales las funciones de dispersion poseen longitudes de onda mas cortas.

3.1.1. Definicion de base y particion de energia

Los paquetes de onda se utilizaron para crear una base suplantando a los estados de dispersion
por estos. Gracias a esto la base utiliza las funciones i, (r) en lugar de las u(r, & ). Para utilizar
dichos paquetes es necesario obtener las funciones de dispersion que los conforman, por lo
que es necesario determinar como se distribuyen esas funciones y donde se encuentran los
bordes de los paquetes en el plano de energia.

La construcciéon numérica de los paquetes utiliza Gauss-Legendre de dos formas, la primera
para delimitar los paquetes, es decir el intervalo [€,_1, €], para esto se indica la cantidad de
paquetes a utilizar y con este nimero se calculan energias usando G-L, lo que brinda los puntos
necesarios. Luego entre el 0,0 MeV y el primer punto se encuentra el paquete nimero 1 y asi
sucesivamente, hasta que en el altimo paquete sus extremos son el ultimo valor de GL y E,, 4.

Ya delimitado cada paquete se indica la cantidad de funciones de dispersiéon que van a
conformar el mismo, este nimero es constante para todos los paquetes que pertenecen a un
mismo segmento del contorno, es decir, para la cantidad de paquetes npaq; que se encuentran
sobre Cy, todos estan conformados por una cantidad funciones de dispersion n;. Para el obtener
estas funciones de dispersion u(r, €) se procede a utilizar nuevamente G-L dentro del intervalo
de energia correspondiente y con los valores obtenidos se calculan las funciones de dispersion.

Finalmente con las funciones u(r, ;) correspondientes se construye el paquete de onda
iy (r) y se normaliza en la variable r, exigiendo que la norma de cada uno sea igual a 1. Esta
normalizacion es necesaria porque, como los estados de dispersion se encuentran normalizados
a la delta de Dirac, los paquetes no estan normalizados, sin embargo, como ﬁp(r) son funciones
localizadas, se pide que la norma, y por ende la probabilidad, sean 1.

En la figura 3.2 se ejemplifica como se delimitan los extremos de los paquetes y como se
distribuyen las funciones de dispersion, para esto se simularon 3 paquetes con 4 funciones en
su interior.

La eleccion de utilizar G-L para delimitar los paquetes y las funciones dentro de los mismos no
es trivial. Para determinar qué método ofrece mejores resultados se realizé una prueba con el es-

tado ligado del 170 para Uy = 25 MeV intercambiando los métodos que definen los extremos de
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025 ! Extremos de los paquetes mediante G-L
Funciones de dispersiéon mediante G-L
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Figura 3.2: Valores de energia para paquetes de onda y sus respectivas
funciones de dispersion.

los paquetes y los que definen la distribucién de funciones de dispersion que los forman. Como
se prob¢ utilizar Gauss-Legendre y funciones equiespaciadas resultaron posibles cuatro com-
binaciones: GL-GL, equiespaciados-GL, GL-equiespaciados y equiespaciados-equiespaciados.
Donde la primera parte hace referencia al método que delimita los extremos de los paquetes y
la segunda a como distribuir las funciones de dispersion en su interior.

Para todas las opciones el analisis realizado fue similar al mostrado anteriormente para
funciones de onda, utilizando potencias de 2 y comparando y? para cada aproximacion. La
unica diferencia radica en que la aproximacion se realiz6 con 5 paquetes de onda ubicados en el
intervalo (0-10) MeV, con un ancho AE = 2 MeV conformados por 10 funciones de dispersion
cada uno, dichos valores de AE y la cantidad de funciones de dispersion se definieron basandose
en la bibliografia [7] debido a que se recomienda asegurar la convergencia del mismo con un
numero elevado de funciones (10) y que el mismo no sea demasiado ancho en energia. Los
resultados obtenidos confirman que la mejor opcion es utilizar G-L para la delimitacion de
extremos y para la distribucién de funciones en el interior.

En la tabla 3.1 se muestran los valores de y? obtenidos para cada combinacion.

Equiespaciado GL Equiespaciado
. . . . GL - GL
- Equiespaciado | - Equiespaciado - GL
P 1,96 - 1072 1,63 - 1072 2,03 1072 1,59 - 1072

Tabla 3.1: y? para distintos métodos en la construccién de paquetes de onda.

Una vez confirmada la distribucion de funciones para construir los paquetes se construyeron
4 paquetes de onda 7, (r) distribuidos en un rango de 0 — 8 MeV, con 4 funciones u(r, ) cada
uno y un factor de forma g = 1. La utilizacion de 4 funciones es resultado de usar paquetes con
un ancho de ~ 3 MeV la funcién de onda converge con esa cantidad de estados de dispersion.

Luego se procedi6 a normalizarlos y analizar la ortonormalidad entre ellos, en la tabla 3.2 se
muestran los resultados obtenidos.

Se observo que los paquetes ya normalizados no resultan ser ortonormales de forma estricta,

en algunos casos es del orden de 1074, pero existe un caso (paquete 3 y 4) donde la norma
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Wil Paquete 1 | Paquete 2 | Paquete 3 | Paquete 4
Paquete 1 1,00 —0,05 0,02 -0,08
Paquete 2 -0,05 1,00 0,15 -0,12
Paquete 3 0,02 0,15 1,00 0,64
Paquete 4 —0,08 —0,12 0,64 1,00

Tabla 3.2: Ortonormalidad de paquetes de onda reales para AE = 2 MeV.

es 0.635, se intuy6 que esto puede ser por ser paquetes cercanos en energia y, por lo tanto,
resulten no ser ortonormales. Para comprobar esto se realizé nuevamente el calculo, pero
utilizando 8 paquetes en el mismo intervalo y 4 funciones u(r, &) en su interior, lo que indica
que cada paquete tiene un ancho aproximado de 1 MeV. Las normas obtenidas se muestran en
la tabla 3.3.

(Yily;) | Paq1 | Paq2 | Paq3 | Paq4 | Paq5 | Paq6 | Paq 7 | Paq 8
Paq 1 1,00 0,98 0,70 -0,29 | —0,03 0,31 0,17 0,04
Paq 2 0,98 1,00 0,81 -0,17 | —0,08 0,25 0,17 0,08
Paq 3 0,70 0,81 1,00 0,34 -0,13 0,00 0,08 0,09
Paq4 | -0,29 | —-0,17 0,34 1,00 0,41 -0,17 | —-0,20 | —0,14
Paq5 | -0,03 | —0,08 | —0,13 0,41 1,00 0,65 0,24 0,07
Paq 6 0,31 0,25 0,00 -0,17 0,65 1,00 0,83 0,67
Paq 7 0,17 0,17 0,08 —-0,20 0,24 0,83 1,00 0,97
Paq 8 0,04 0,08 0,09 -0,14 0,07 0,67 0,97 1,00

Tabla 3.3: Ortonormalidad de paquetes de onda reales para AE =1 MeV.

Se ve claramente como la norma aumenta entre paquetes que resultan cercanos en energia,
lo que confirma que la ortonormalidad se ve influenciada por la cercania entre paquetes. Debido

a esto es necesario tener cierta precaucion al definir la cantidad y los extremos de los mismos.

3.1.2. Convergencia de paquetes de onda reales

Antes de comenzar la representacion de funciones de onda es necesario analizar el compor-
tamiento de los paquetes, principalmente como se modifican al cambiar el ancho de energia, la
cantidad de funciones y como convergen los mismos. Como no existe una funcioén de onda
de “referencia” con la cual comparar dos paquetes de onda se optd por realizar un analisis
de convergencia y comparar los distintos paquetes. Se consideré que el numero de estados
de dispersion que conforman el paquete es suficiente cuando el cambio es muy pequefio. El
nicleo que se utilizé para obtener las funciones de dispersién fue nuevamente el O con la
base generada por hj para Uy = 25 MeV para evitar inconvenientes debido a que la resonancia

se encuentra lejos del semieje real positivo, E = (4,03 — i2,04) MeV.
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La construccion del paquete se realizé variando el ancho del mismo de la siguiente forma:
0,5 MeV,1 MeV, 2 MeV, 4 MeV, 8 MeV, 16 MeV, 32 MeV, 50 MeV y 64 MeV. Estos anchos
siempre se realizaron en el rango (0, AE) MeV, es decir que todos los paquetes tienen un
extremo en el valor 0.0 MeV vy el otro es el valor del ancho. Una vez definido el ancho se
aumento6 el numero de funciones de onda que conforman el paquete hasta que la diferencia

visual entre dos valores contiguos sea imperceptible como se muestra en la figura 3.3.

Paguete de Onda

0.5 |
Paquete real n=1
Paquete real n=2
0.4 Paquete real n=3
Paquete real n=4
Paquete real n=5
03 |
; 0.2
0.1}
0.0 | —
-0.1 +
1 1 1 1

1
0 5 10 15 20
r(fm)

Figura 3.3: Convergencias de un paquete de onda de ancho AE =4 MeV
variando el nimero n de funciones que lo conforman.

Se muestra que la diferencia cuando el paquete esta conformado por mas de 3 funciones
es minima. Como medida conservadora siempre se eligié un valor mayor al primero que
corresponde a funciones muy parecidas, en este caso las funciones son similares a partir de 3
por lo que se determina que el minimo es 4 funciones de dispersién. En la tabla 3.4 se muestra
la cantidad de funciones necesarias para converger cada paquete variando el ancho entre los
valores anteriormente mencionados.

Se muestra que la cantidad de funciones para asegurar la convergencia no aumenta de forma
lineal, sino que mientras mas anchos son, mas eficiente es el uso de funciones de dispersion. Ya
analizado el comportamiento sin ninguna resonancia cercana se procedi6 a realizar el mismo
analisis para Uy = 40 MeV y observar como varia el nimero de funciones necesarias, lo que se
muestra en la tabla 3.5

Resulta evidente el aumento de funciones necesarias para que el paquete de onda converja,
el aumento en todos los casos se explica porque todos los paquetes utilizados comprenden

zonas de energia donde la resonancia se encuentra cerca. Para complementar esta explicacion
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Ancho [MeV] Canthad de
funciones

1 4
2 4
4 4
8 6

16 10

32 16

50 20

64 20

Tabla 3.4: Convergencia de paquetes de onda para distintos valores de ancho en energia.(Uy = 25 MeV)

Ancho [MeV] | Cantidad de funciones
1 25
2 35
4 35
8 55
16 55
32 55
50 65
64 75

Tabla 3.5: Convergencia de paquetes de onda para distintos valores de ancho en energia.(Uy = 40 MeV)

se utilizaron paquetes donde los mismos comprendian energias entre 10 MeV y la definida por
el ancho, obteniendo resultados idénticos a la tabla 3.4.

Finalmente, a modo de ejemplificar aun mas el aumento de funciones mientras mas cercana
sea la resonancia al eje real, se utilizé Uy = 42,5 MeV donde el numero de funciones necesarias
aument6 en un orden como se muestra en la tabla 3.6 debido a que la resonancia estd muy
préxima al eje real (% =3,55-107° MeV).

Es notable que la convergencia se mantiene constante en un nimero elevado de funciones, la
interpretacion de este patron se interpreté como un peso preponderante de la resonancia frente
alos estados de dispersion lejos de la misma, requiriendo 160 funciones como minimo para poder
lograr la convergencia y evitar las perturbaciones producidas por la resonancia. Finalmente,
para analizar mejor ain el comportamiento cerca de la resonancia, se fijo nuevamente el
potencial en Uy = 40 MeV, donde la misma posee los siguientes valores: E;, = 0,798705 MeV
y % = 0,045956, se utilizd un paquete que posee un ancho 3 veces el valor de la componente
imaginaria es decir un ancho de 0,138 MeV centrado en el valor real de energia.

Al analizar la convergencia el mismo requiri6 7 funciones lo que se considera un buen valor,

41



Bases contruidas con paquetes de onda

Ancho [MeV] | Cantidad de funciones
1 160
2 160
4 160
8 160
16 160
32 160
50 160
64 160

Tabla 3.6: Convergencia de paquetes de onda para distintos valores de ancho en energia.(Uy = 42,5 MeV)

ya que permite condensar la informacién necesaria para la resonancia y luego los paquetes
restantes se pueden converger con una cantidad de funciones similares a las mostradas en la
tabla 3.4.

Para finalizar el analisis se calcul6 la representacién del estado ligado para distintos anchos
de paquete vy, por lo tanto, la cantidad de los mismos, en la tabla 3.7 se muestran los valores de
x? obtenidos, la definicién de la desviacién cuadratica media fue la misma que en la ecuacién
(2.12). Para este caso se utiliz6 E,;q = 1000 MeV, utilizando la cantidad necesaria de paquetes
para barrer todo ese rango de energia, es decir 1 paquete de 1000 MeV de ancho o 10 paquetes
de 100 MeV de ancho, en la tabla se muestra la cantidad de paquetes junto con su ancho.
Es necesario remarcar que para este caso los extremos de los paquetes se delimitaron de
forma equiespaciada para tener un mayor control sobre el comportamiento del ancho, luego se

reemplazé por los limites dados por Gauss-Legendre

Cantidad de paquetes | Ancho [MeV] X

20 50 | 2,32 1072

40 25 | 1,20 - 1072

77 13 | 5,69-1073

143 715,26 -107°

250 4| 246-1073

500 21698107

1000 1(431-107°

2000 0.5 | 2,85-1077

Tabla 3.7: y?, ancho y cantidad de paquetes de onda para el estado ligado del }’O

Se muestra que es necesario un gran nimero de paquetes para obtener una aproximacion
similar a la obtenida puntualmente, sin embargo, con muy pocos paquetes se obtiene una desvia-
cién cuadratica media similar a utilizar contornos complejos, por esto en el siguiente capitulo

se estudiara el desarrollo de paquetes de ondas sobre contornos complejos de integracion.
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3.2. Paquetes de ondas complejos

Para extender los paquetes de energia reales al plano de energia complejo es necesario
analizar el comportamiento de los mismos. Para eso inicialmente se realiz6 el codigo necesario,
utilizando Gauss-Legendre tanto para definir los extremos como para las funciones de disper-
sion. El tratamiento para los pesos de G-L es idéntico al realizado para el contorno complejo
sin paquetes, donde los mismos son escalados mediante las funciones que definen el contorno
complejo.

La cantidad de paquetes se dividi6 por segmentos, definiendo la cantidad y el nimero de
funciones de dispersién que conforman a cada uno, estableciendo que los paquetes de un
mismo segmento poseen el mismo numero de funciones de dispersion. Se considera que el
contorno complejo P* tiene cuatro segmentos, Cy, Cz, C3 y Cy. Para C; se definen N, paquetes
con n; funciones de dispersion dentro de cada paquete, para los otros segmentos es analogo
definiendo N¢,, N¢, y N¢,; con sus respectivas cantidades ny, ns y ns.

Como primera aplicacién se consider el estado ligado del 7O con Uy = 40 MeV para el
Hamiltoniano auxiliar hy. Se analiz6 la forma funcional de los paquetes y su comportamiento
sobre el contorno complejo. El contorno se definié mediante los siguientes vértices: (0,0 —
i0,0) MeV, (0,016 —i0,0) MeV, (0,798, —i1,046) MeV, (1,58 —i0,0) MeV y (30 —i0,0) MeV. Sobre
cada segmento del contorno se definié un paquete para dar un total de cuatro sobre todo el
contorno P™.

En la figura 3.4 se muestra el valor absoluto de las funciones de onda de los cuatro paquetes,
donde el paquete 1 corresponde al paquete sobre Cy, el paquete 2 al paquete sobre C, y asi
sucesivamente para los paquetes 3 y 4. La convergencia de los paquetes se realizaron con los
siguientes valores: ny = 4, ny = 6, n3 = 18 y ny = 10. La componente imaginaria no se graficd
debido a que posee un comportamiento cualitativamente similar a la parte real.

Al observar el comportamiento vemos como la funcién de onda para Cy es decreciente lo
cual es correcto segiin el comportamiento esperado de las funciones de onda de los paquetes.
Cuando se analiz6 el comportamiento para el paquete sobre Cy, la misma se mantiene constante
y no decae, pero es 3 6rdenes de magnitud menor a las funciones de onda correspondientes a
los otros paquetes, por lo que se consideré que aunque no posea el comportamiento decreciente
resulta bien comportada de igual forma. Al analizar las funciones de onda para C; y Cs, se
mostré que las mismas no decrecen (se observa cerca del limite de 20 fm), lo que era esperable
al extrapolar los paquetes al plano complejo, también se remarc6 la diferencia de cantidad
de funciones necesarias para converger los paquetes entre ambos segmentos, la cual puede
ser debida al ancho de la resonancia y como esta afecta a los contornos. Las fallas sobre el

comportamiento decreciente asintotico se confirmaron al calcular las funciones de onda para
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Paquete del segmento 1
0.75 | Paquete del segmento 2
Paquete del segmento 3
Paquete del segmento 4

0.50

0.00 |

-0.25 |

Figura 3.4: Paquetes de onda para cada segmento del contorno complejo.

100 fm, donde los paquetes complejos son mal comportados al aumentar constantemente la

amplitud de sus funciones de onda.

3.2.1. Correccion de decaimiento para paquetes complejos

Como los paquetes correspondientes a la parte compleja del contorno P* aumentan la
amplitud de sus funciones de onda indefinidamente al aumentar r, se pensaron distintas formas
de lograr que los mismos tengan un comportamiento convergente. Como primer ensayo se
utiliz6 una distribucion de Fermi para modular las funciones de dispersion que conforman el

paquete de onda, que posee la siguiente forma funcional:

1

T+ o0 &

siendo a un coeficiente capaz de aumentar o disminuir lo pronunciado de la divergencia. Sin
embargo, se encontré que el decaimiento es demasiado abrupto indistintamente del valor dado
de a, con lo cual la funcion de onda era practicamente nula a partir de la distancia arbitraria R.
En la figura 3.5 se muestra al paquete 2, que se ubica sobre C; como se mencioné en la seccién
anterior junto con el mismo paquete modulado por la funcién de fermi para un valor de a = 5.
En ambos casos se grafico el valor absoluto de la funciéon de onda.

Como alternativa se ensayo utilizar un factor como el utilizado en la regularizacion de
Zeldovich [10] donde se multiplica la funcién de onda por un factor e, donde m = 1
para este caso, debido a que esperamos el mismo comportamiento asintotico que en el caso

real. Lo que restaria definir es el coeficiente . Como los paquetes que resultan tener un mal
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Paquete sin modular
0.20 + Paquete modulado mediante funcién de Fermi

0.15

wf(r)

0.10 |

0 5 10 15 20
r (fm)

Figura 3.5: Paquetes de onda sobre el segmento C; modulado por la
funcién de Fermi y sin modular.

comportamiento son Unicamente los complejos, se pensé que esto puede ser debido a la parte

imaginaria de la energia compleja del estado de dispersion:

- u(r) o eiareyr

5

Donde hemos escrito k = « — iy, con etk

~LOOLYT “es decir que,

Como dichos estados crecen de la forma e!”, se utilizd un coeficiente e
en la regularizacion € = —1,001y, donde y es la componente imaginaria del nimero de onda,
relacionada con la energia compleja por la relaciéon usual de dispersion de esa funcion (k).
El valor de y para cada estado de dispersion que conforma el paquete es posible extraerlo del
programa ANTI, sin embargo, resulta conveniente escalear el paquete de onda complejo ya
construido utilizando un solo factor de amortiguamiento y. Una opcion es utilizar el valor de
momento asociado al centro del mismo, sin embargo, al utilizar Gauss-Legendre para distribuir
las funciones de dispersion que lo conforman, se considerd que puede no resultar 6ptimo
porque dicho método tiende a acumular las mismas en los extremos. La solucion propuesta
fue calcular el promedio de los momentos de todas las funciones de dispersiéon que conforman

cada paquete, y = % >.i(—=Imk;), donde n¢ es el nimero de estados de dispersiéon que forman el

paquete Cy k = /2, con y la masa reducida del sistema 'O-neutrén, resultando e = 1,001 - j
(no confundir el factor de Zeldovich con la energia).
Si los paquetes de onda tienen un comportamiento de la forma e'”, con la regularizacién su

comportamiento asintdtico seria aproximadamente:
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ip(r) o e~ 0.000yr (3.10)

Como se muestra en la ecuacion (3.10), tanto la parte real como imaginaria de los paquetes
de onda complejos son decrecientes. Al implementar numéricamente esto se observé que la
regularizacion funciona correctamente en todos los casos.

La figura 3.6 muestra como ejemplo nuevamente al paquete correspondiente al contorno Cs,

donde se muestra la parte real e imaginaria del mismo.

Parte real del Paquete regularizado
Parte imaginaria del Paquete regularizado

0.1

0.0

wf(r)

-0.1

-0.3 +

r (fm)

Figura 3.6: Parte real e imaginaria del paquete de onda correspondiente
a C, regularizado.

Se puede observar en la figura 3.6 que tanto la parte real como imaginaria de la amplitud
del paquete de onda regularizado disminuy¢ debido al factor de amortiguamiento respecto
del paquete sin regularizar. Para corregir esta diferencia se reescaleo el paquete regularizado
de modo que coincida, en la vecindad de la superficie del nticleo, con el paquete original. En
particular, para los estados de dispersiéon complejos para el O se normalizé en R = 10 fm, los

paquetes escalados #(r) se definen de la forma descrita en la ecuacion (3.11)

_ i, (10 fm)
 d,(10 fm)

Gracias al escaleo de los paquetes, la amplitud de la funcioén de onda en la region interior

iy(r) =at,(r), a (3.11)

del nucleo se ve afectada en menor medida respecto al cambio fuera de la region nuclear
donde comienza a decrecer. En la figura 3.7 se grafico el valor absoluto de la funcién de onda

correspondiente a un solo paquete sobre el segmento C, sin ninguna regularizacion ni escala y
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también el paquete regularizado y escaleado. Para mostrar mejor el comportamiento a grandes

distancias, las funciones de onda fueron calculadas hasta 50 fm.

0.3
Paquete sin regularizaciéon y escalado
Paquete regularizado y escalado
0.2
™
=
2
0.1
0.0 1 1 1 1 Il 1
0 10 20 30 40 50

r (fm)

Figura 3.7: Comparacion entre dos paquetes, uno sin tratar contra el
mismo regularizado y escalado.

Se destaca la disminucién considerable en la amplitud a partir de los 15 fm respecto del
paquete sin regularizar.

La nueva representacion que reemplaza el continuo no resonante de la representacion de
Berggren por paquetes de ondas, utiliza regularizacion y escaleo para los paquetes de onda

complejos.

3.2.2. Sobre la norma de los paquetes de onda complejos

Un analisis necesario para los paquetes complejos es observar el comportamiento de la
norma. Hemos mostrado que para paquetes de onda reales, la ortonormalizaciéon numérica
se satisface parcialmente. Es de interés realizar el mismo analisis de ortonormalizacién para
los paquetes formados por estados de dispersion con energia compleja. Para comprobar este
comportamiento se utilizé un segmento de 1 MeV comprendido en el eje real entre 5 MeV
y 6 MeV que se fue rotando manteniendo el vértice de 5 MeV sobre el eje real y rotando
el segmento a angulos crecientes en el semiplano complejo inferior expresados en radianes.
Utilizando nuevamente el caso del 7O con Uy = 40 MeV para el Hamiltoniano auxiliar h.
Como el segmento se encuentra alejado de la resonancia, recordando que la misma se encuentra
en (0,798 —i0,046) MeV, se puede apreciar solamente el cambio en la norma causado por utilizar
segmentos complejos. En la tabla 3.8 se muestran los resultados para el calculo de la norma.

En la construccion del paquete de onda se utilizaron 8 estados de dispersion. Puede observarse
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que la norma es compleja con parte real negativa y parte imaginaria dos érdenes mas pequefia.
Para angulos pequenos la norma permanece aproximadamente constante, pero diverge para
angulos cercanos a 7. No se hizo un intento de renormalizar estos paquetes como se hizo para

el caso de paquetes reales.

| Angulo [rad] | Re(Norma) | Im(Norma) |

0,0 0,2470 0,0000
0,1 —-0,2471 0,0028
0,2 —0,24438 0,0056
0,3 —0,2402 0,0086
0,4 —0,2331 0,0117
0,5 —-0,2237 0,0150
0,6 —0,2120 0,0183
0,7 —0,1980 0,0219
0,8 -0,1817 0,0259
0,9 —0,1628 0,0303
1,0 —0,1404 0,0355
1,1 -0,1115 0,0416
1,2 —0,0635 0,0448
1,3 0,0720 —0,0158
1,4 0,1007 -2,3074
1,5 12 430,8227 | 3998,5887

Tabla 3.8: Variacién de la norma del paquete de onda en funcién del angulo. Noétese la divergencia
numérica en el angulo 1.5.

Es notable como la norma se mantiene en el mismo orden para angulos menores a 1,4 rad ~
80°, sin embargo, cuando el segmento llega a un valor de 1,5 rad =~ 86° la norma del paquete
diverge, tanto en la parte real como en la imaginaria. Esto indica que para segmentos sumamente
verticales la utilizacion de paquetes de onda no es recomendable.

La tabla 3.9 muestra el solapamiento para dos paquetes de onda sobre el mismo segmento
utilizado anteriormente que va de 5 MeV a 6 MeV y luego se rota fijando un extremo en 5
MeV, obteniendo resultados cualitativamente similares a los de la tabla 3.8.

El c6digo construido para implementar los paquetes de onda se muestra en el apéndice de
este trabajo, por extension solo se colocé para el caso complejo.

Ya analizado el comportamiento de los paquetes y sus cambios sobre el plano complejo, se
procedi6 a utilizar los mismos para lograr expandir el estado ligado y la resonancia del 2°°Pb,
esto es, un neutrén en el carozo del 27Pb.

Ademas, se busco estimar tiempos de calculo para sistemas de mas neutrones de valencia.

Todo esto se desarroll6 en la subseccion siguiente.
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| Angulo [rad] | Re(Solapamiento) | Im(Solapamiento) |

0,0 0,1015 0,0000
0,1 —0,1014 0,0013
0,2 —-0,1004 0,0027
0,3 —0,0984 0,0041
0,4 —0,0955 0,0055
0,5 —-0,0918 0,0070
0,6 —0,0871 0,0085
0,7 —-0,0818 0,0102
0,8 —-0,0757 0,0119
0,9 —0,0690 0,0140
1,0 —0,0618 0,0165
1,1 —0,0541 0,0202
1,2 —0,0457 0,0264
1,3 —0,0332 0,0407
1,4 0,0354 0,0775
1,5 —14,3731 —7,0153

Tabla 3.9: Variacion del solapamiento entre dos paquetes de onda en funcién del angulo de rotacion.

3.2.3. Expansion utilizando paquetes de onda complejos: 2°*Pb estado
ligado

Partiendo del analisis sobre el comportamiento de los paquetes de ondas complejos, para
comparar su efectividad frente a la integracion inicamente con funciones de dispersion, se
decidio representar los estados ligados y resonancia hy, del ***Pb como se mostré en la seccion
2.5. El Hamiltoniano h que expande el estado ligado posee una energia de E = —14,88 MeV y

los siguientes parametros de potencial [4, 11]:

n Uy: 44.4 MeV n Vi:16.5 MeV

m a:0.7 fm w 19: 1.27 fm

En la figura 3.8 se muestra la funcién de onda del estado ligado hasta una distancia de 20

fm.

Luego el Hamiltoniano auxiliar hy que expande la base de Berggren en la cual se quiere

representar dicho estado posee los siguientes parametros de potencial:

s Up: 40.4 MeV m Vio: 165 MeV

= a:0.6 fm m 19: 1.27 fm
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Estado ligado

06 | Funcién de onda

0.5

0.4

wf(r)
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Figura 3.8: Estado ligado del ?°*Pb para h;;,, del Hamiltoniano h.

Este Hamiltoniano tiene un estado ligado y una resonancia en las energias E = —12,45 MeV
y E = 4,39 —i0,34 MeV respectivamente. El contorno sobre el plano complejo esta formado por
tres segmentos con vértices: (0,0), (3.12,-1.67), (7.50,0) y (333.17,0) MeV. Este contorno incluye
en su interior a la resonancia por lo que la misma forma parte de la base junto al estado ligado
y los estados de dispersion complejos, por lo que, la representacion del estado ligado de h se
realiza todas estas funciones.

Para las funciones de dispersion del contorno, como se encuentra dividido en 3 segmentos,
el procedimiento fue colocar unicamente paquetes de onda sobre C; (N¢, = N¢, = 0) y una vez
hallada la convergencia, colocar paquetes sobre C, (N¢, = 0) y posteriormente sobre Cs. La
cantidad de funciones de dispersion utilizadas en cada paquete fue la necesaria para converger
los mismos utilizando el criterio que se usé con los paquetes de ondas reales.

Se represent6 el estado ligado correspondiente a hjy/2, en la tabla 3.10 se muestran la
cantidad de paquetes utilizada por cada contorno y el numero de funciones de dispersion
necesarias ademas de y?. Mientras que en la figura 3.9 se muestra la funcién de onda aproximada
unicamente con el estado ligado de h y luego utilizando también los estados de energia compleja
(resonancia y dispersion).

Es necesario destacar que en este caso y* se calcul6 con el médulo de las funciones de onda

y no con su parte real.
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Contorno C; Contorno Cy Contorno Cs
npaqi | nq )(2 npaqs | nz )(2 npaqs | ns )(2
1| 81]429-10> 1|16 ] 4,60-107 1|40/ 218-10™
2| 81430-107 2| 81(321-107 2120 207-107
4| 4| 468-107° 41 41221-107° 41 81108107
8| 4]463-107 8| 4|263-107° 8| 8| 1,16-107°
16 | 4(521-107° 16 | 4| 163-107* 16 | 4] 1,48-10™
32| 4509107

Tabla 3.10: Representacion del estado ligado de °® Pb utilizando paquetes de onda complejos, resonancia
y estado ligado correspondientes a hy.

Funciones de onda Funciones de onda

Funcién de onda original —— Funcién de onda original
—— Parte real WF aprox

—— Parte imaginaria WF aprox

—— Parte real WF aprox

Q 5 10 15 20 Q 5 10 15 20
r (fm) r (fm)

Figura 3.9: Representacion del estado ligado de h utilizando solamente el estado ligado de hy (izquierda)
y utilizando el estado ligado, resonancia y estados de dispersion convergidos (derecha).

Como se observo la parte imaginaria de la funcién de onda aproximada es practicamente
nula, lo que significa que los estados de dispersion deben compensar la parte imaginaria que
aporta el estado de resonancia y a su vez cancelar las contribuciones que aportan los mismos
para que, al calcular la representacion total, la componente imaginaria sea nula o cercana a
cero.

Lo mencionado anteriormente es destacable porque en esta expansiéon ademas de utilizar
el estado ligado de hy, que es puramente real, se utilizaron paquetes de onda complejos, los
cuales logran una correcta representacion sin influir significativamente en la parte imaginaria.

Cuando se comparo el resultado obtenido en la tabla 3.10 respecto de la utilizaciéon Ginicamen-
te de funciones de dispersiéon mostrada en la tabla 2.9 vemos que la representacion del estado
ligado mediante paquetes complejos es aproximadamente 7 veces mejor, lo que en términos de

representacion la utilizacién de paquetes brinda una ventaja sustancial.
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3.2.4. Expansion utilizando paquetes de onda complejos: ?°*Pb estado

resonante

De forma similar a lo realizado en la seccion anterior, se expandi6 el estado de resonancia
hy1/2 del 208pp, generada por el Hamiltoniano h con energia E = 2,33 — i0,03 MeV, sobre la
base de Berggren expandida por hy. En ambos casos los parametros son los mencionados
anteriormente. En la figura 3.10 se muestra la parte real e imaginaria del estado de resonancia
de h hasta una distancia de 20 fm.

Estado resonante

0.4 Parte real
Parte imaginaria
0.2
™
= 00r
<
-0.2
-0.4 |
1 1 1 1 1
0 5 10 15 20
r (fm)

Figura 3.10: Estado resonante del 2°Pb para h; /2 del Hamiltoniano h.

Al igual que se expandi¢ el estado ligado, la resonancia se represent6 en la base de Berggren
utilizando el estado ligado, resonancia y los estados de dispersion correspondientes a hy. Cabe
destacar que la representacion de los estados de resonancia no es posible sin la utilizacion de,
en este caso, paquetes de onda complejos. De utilizar paquetes reales, los estados con energia
compleja no es posible representarlos.

En la tabla 3.11 se detalla los valores utilizados para expandir el estado junto con la cantidad
de paquetes, funciones de dispersion que los conforman y y? al igual que pasé con el estado
ligado. También en la figura 3.11 se muestra funcién de onda aproximada una vez que se logro

la convergencia utilizando los paquetes de onda complejos.
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Contorno C; Contorno Cy Contorno Cs
npaqi | nq )(2 npaqs | nz )(2 npaqs | ns )(2
1| 8[451-107° 1(16]3,39-107° 1(40]3,36-107°
2| 8353-107° 2| 81516-107° 21201 327-107°
4 4| 1,12-1072 41 412521072 41 81310-107°
8| 416931072 8| 41,10 107! 8| 81(288-1073
16 | 43,60-107" 16 | 4|476-107! 16 | 45,53-107°
32| 4|774-1073

Tabla 3.11: Representacién del estado resonante de 2°®Pb utilizando el estado ligado, resonancia y
paquetes de onda complejos de hy

Funciones de onda

— Parte real wf original

Parte imaginaria wf original
—— Parte real WF aprox
—— Parte imaginaria WF aprox

0.25

0.00 |

wf(r)

-0.25}

-0.50

0 5 10 15 20
r (fm)

Figura 3.11: Representacion del estado resonante de h utilizando el
estado ligado, resonancia y estados de dispersion convergidos (derecha).

Se observo que la representacion del estado de resonancia obtenida en la tabla 3.11 es
un orden de magnitud menor respecto a la aproximacion utilizando solamente funciones de
dispersion de la tabla 2.9, por lo que el uso de paquetes de ondas complejos brinda mejores
resultados aunque aumenta de forma significativa la componente imaginaria de la funcién de
onda.

Un factor importante a considerar es la no convergencia de la funciéon de onda al aumentar
la cantidad de paquetes. Esto se observd en el estado ligado y la resonancia, donde si el nimero
de paquetes sobre cada contorno es demasiado grande la representaciéon empeora, por lo que

es importante no aumentar dicha cantidad de forma desconsiderada.
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Bases contruidas con paquetes de onda

3.2.5. Analisis de la regularizacion

Una prueba que se realiz6 para lograr una confirmacién mas sélida sobre el uso de la
regularizacion fue realizar la mejor aproximacion del estado ligado pero utilizando los paquetes
sin regularizar ni escalar. Al hacerlo se obtuvo un valor de )(2 =1,23-107* para el estado ligado,
que es un orden de magnitud mayor al obtenido cuando se utiliza la regularizaciéon. Gracias a
esto se mostré una mayor solidez en su uso para realizar un tratamiento previo a los paquetes

complejos.

3.2.6. Tiempos de calculo

Ya realizada la representacién y obtenido el mejor valor de y? para la misma, se procedié a
realizar una comparacion en el tiempo de calculo esperado para 1, 2 y 3 neutrones de valencia
como se mostré en la seccion 2.6. Esta vez se compar6 el tiempo requerido para lograr una
aproximacion con un y? del mismo orden de magnitud utilizando paquetes de ondas complejos
y la integracion directa de funciones de dispersion.

Como en la seccidon 2.5 se utilizaron la cantidad de funciones indicadas en [11] (donde
ny = ny = n3), fue necesario analizar la convergencia de la funcién de onda sobre cada contorno
variando por separado ny, n, y ns. El contorno utilizado es el mismo al de la seccién 2.5: (0,0),
(3.12,-1.67), (7.50,0) v (333.17,0) MeV, es decir que Epayx = 333,17 MeV.

La mejor aproximacién utilizando solamente funciones de dispersion se obtuvo para n; = 8,
n, = 4y nz = 32, obteniendo un valor de y? = 7,34 - 10™°. Esto es casi 7 veces mayor a la mejor
aproximacion obtenida con paquetes de onda complejos. Como se quiere comparar ambas
aproximaciones, se buscé una opcién de los mismos que obtengan un valor de y? similar al valor

obtenido para las funciones de dispersion, la configuracion elegida se detalla a continuacion:
= No,=1,n; =8
= No,=1,n, =16
= N¢, =1,n3 =40

Con esta eleccion de paquetes y funciones de onda se obtiene un valor de y? = 4,53-107° que
es comparable al obtenido mediante la aproximacion solamente con funciones de dispersion.
Ahora es posible analizar el tiempo de célculo, lo que se realiz6 para 3 neutrones de valencia
de igual manera a como se comenté en la seccién 2.6 y se obtuvo la tabla 3.12 con los valores
de tiempo para la aproximacion con funciones de dispersion (AFD) , con paquetes de onda
complejos realizando una aproximacion comparable (PCAC) y con paquetes de onda complejos

realizando la mejor aproximaciéon (PCMA).
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Bases contruidas con paquetes de onda

Método de aproximaciéon | Tiempo [s]
AFD 30,02

PCMA 8,28 - 1072

PCAC 1,28 -107°

Tabla 3.12: Tiempos de célculo para 3 neutrones de valencia utilizando los distintos métodos de

aproximacion.
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Conclusiones

Durante este trabajo se utilizo el modelo de capas de Gamow para una particula, representa-
cion de Berggren, donde es posible representar distintos estados pertenecientes a particulas
del nucleo atémico, permitiendo analizar su estructura. Para lograr dicha representacion es
necesario realizar proyecciones de la funciéon de onda correspondiente sobre funciones de
dispersion, lo que se conoce como el acople con el espectro continuo de energia. El calculo de
dichas proyecciones requiere tiempos de calculo extensos cuando se tratan problemas con mas
de un neutrdon de valencia en el ndcleo, por esto se buscaron métodos de reducir los mismos
para el calculo de resonancia de muchos nucleones.

Al pensar alternativas se comenzo por utilizar contornos de integracion complejos en lugar
de reales, lo cual reduce el nimero de funciones necesarias y, por tanto, el tiempo requerido, a
la vez que permite expandir estados resonantes con energia compleja. Sin embargo, al medir
el tiempo transcurrido en el caso de 4 neutrones se obtuvo un valor de 30.02 segundos que
resulta elevado cuando se piensa en escalar el problema a mas particulas de valencia. Por esto
se planted la implementacién de paquetes de ondas, los cuales “condensan” la informacion de
las funciones de dispersion que los conforman en una sola funcidn, lo que permite reducir la
cantidad de proyecciones necesarias para representar el estado del nucleo. Aunque los paquetes
de onda reales pueden resultar una buena opcion, la cantidad necesaria de los mismos era
similar a la cantidad de funciones necesarias cuando se usan contornos complejos por lo que
se desarroll6 la implementacion de paquetes de ondas complejos.

Gracias a estos paquetes se logrd reducir la cantidad de los mismos y, por tanto, el tiempo,
ademas de una mejor aproximacion. Tanta es la mejora que, si se realiza el cociente entre los
tiempos requeridos para las aproximaciones mostradas en la tabla 3.12, al utilizar paquetes de
onda complejos que realizan una aproximacién similar a la representacion usando solamente
funciones de dispersion, el tiempo requerido es 23450 veces menor.

Si se compara nuevamente el tiempo de calculo, pero utilizando ahora la mejor aproximacion
obtenida con paquetes complejos contra el uso de funciones de dispersion, el tiempo es 360 veces
menor, por lo que siempre los paquetes de onda complejos obtienen una reduccion significativa
de los tiempos requeridos. Finalmente, es necesario remarcar ciertas consideraciones al utilizar
paquetes de ondas debido a que, como los mismos no son ortonormales pueden empeorar la
aproximacion si se utilizan demasiados que sean cercanos en energia. Teniendo en cuenta dicha

salvedad es posible concluir que la implementacién de paquetes de onda complejos ofrece una
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ventaja muy significativa en la reduccion de tiempos de calculo, permitiendo la representacion
de nucleos con nimeros de particulas de valencia mayores, que era el objetivo de este trabajo,

ampliando el desarrollo de calculo en estructura nuclear.
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Cdédigo para paquetes de ondas com-

plejos

using Plots
using DelimitedFiles
using DataFrames

using FastGaussQuadrature

estado="1"
estadonum=1
println("Ingresar L (0-s, 1-p, 2-d, 3-f, 4-g, 5-h, 6-i, 7-j): ")

angular=readline()

println("Ingresar 2J: ")

general=readline()

df4 =readdlm("SalidaR/stdout_1.0--1.0.txt")

er=df4[1,5]

ei=df4[1,6]

dfll=readdlm("SalidaR/salidaR_1.0--1.0.dat", skipstart=1)
x= df11[:,1]

FR=ComplexF64. (df11[:,2],df11[:,3])

3 function norm(x,a)

return exp(x*a)

end

s println("Ingresar energia maxima; la resonancia es ($er, $ei) [MeV]: ")

e_f=parse(Float64,readline())

println("Cantidad de paquetes para Cl1, C2, C3 y C4: ")
entrada=readline()
divi=split(entrada)
npaql=parse(Int64, divi[1])
npaq2=parse(Int64, divi[2])
npaq3=parse(Int64, divi[3])
npaq4=parse(Int64, divi[4])
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38

60

npaqg=npaql+npaq2+npaq3+npaq4

println("Cantidad de funciones que conforman el paquete de C1, C2, C3 y C4:

entrada=readline()
divi=split(entrada)
nl=parse(Int64, divi[1])
n2=parse(Int64, divi[2])
n3=parse(Int64, divi[3])
n4=parse(Int64, divi[4])

#Calculo de la funcion de onda original
filename = "Salida/salidaB_-50.0.dat"
df8 = readdlm(filename, skipstart=1)

. x = df8[:,1]

wfO =ComplexF64. (df8[:,2], df8[:,3])

rango=size(wf0, 1)

coefR=[0.0+0.0im]

57 aproxR= ComplexF64. (zeros(Int64(rango)))

for i in 1:1
integralR = ComplexF64(0.0, 0.0)
for j in 1:rango
integralR += 0.01 * FR[j] * wfOo[j] # dr = 0.01
end
coefR[1] = integralR

end

5 aproxR=coefR[1].*FR

7 function f2(x)

(2/98)* (ei+0.5)-(x*(ei+0.5))/(0.98*er)

9 end

function f3(x)
-(198/98)* (ei+0.5)+(x* (ei+0.5))/(0.98*er)
end
sinescala=[]
e f1=0.02%er

e f2=er

7 e_f3=1.98%er

e f4=e f

npaq=npaql+npaq2+npaq3+npaq4
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322 Xxpl,wpl=gausslegendre(npaql)
83 Xp2,wp2=gausslegendre(npaq2)
54 Xp3,wp3=gausslegendre(npaq3)
35 xp4,wpd=gausslegendre(npaq4)

g7 x1, wl = gausslegendre(nl)
88 X2, w2 = gausslegendre(n2)
s X3, w3 = gausslegendre(n3)

o0 x4, w4 = gausslegendre(n4)

s tlp = @. 0 + (e_f1)/2 * (xpl + 1)

o« w_slp = @. wpl * (e_f1)/2

95

% t2p = @. e_fl1 + (e_f2-e_f1)/2 * (xp2 + 1)
07 W_S2p = @. wp2 * (e_f2-e_f1)/2

9 t3p = @. e_f2 + (e_f3-e_f2)/2 * (xp3 + 1)
w0 w_s3p = @. wp3 * (e_f3-e_f2)/2

02 t4dp = @. e_f3 + (e_f4 - e_f3)/2 * (xp4 + 1)
103 W_s4p = @. wp4d * (e_f4 - e_f3)/2

s run( ‘gfortran -g -o cwf.x cwf.for For/coulcx.for®)

106 paquetes=[]

ws if npaql==1

109 anchol=e_f1

110 tl = @. (tlp[1]-anchol/2) + (anchol)/2 * (x1 + 1)

111 w_1scaled = @. w1 * (anchol)/2

112 for j in t1

13 e=string(j)

114 file=open("Read/sp.dat", "w"

115 #Aca reescribimos el archivo sp.dat con los nuevos valores de energia,
estado, L y 27J.

116 write(file,estado," ",angular," ",general," ",e," -0. !itysp, 1, 2j,
Re(E), Im(E)

117 itysp=-2 antibound states

118 itysp=-1 bound states

119 itysp=0 resonance states

120 itysp=1 scattering states

122 close(file)
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124 #Corremos cwf para cada valor de energia

125 run(‘./cwf.x‘)

126

127 #Leemos el archivo wf.dat de la carpeta Out y lo guardamos en un DataFrame
para hacer las salidas

128 df = DataFrame(readdlm("Out/wf.dat"), :auto)

129 matriz = Matrix(df)

130

131 #Generamos el nombre del archivo de salida con el valor de energia y lo
guardamos en otra carpeta, va a reescribir todo archivo con el mismo nombre, no es

append, borra todo lo viejo

132 writedlm("SalidaS/salidaS_$j.dat", matriz)
133 end

134 scattering wfs = []

135

136 energias_str = string. (t1)

137 for e_str in energias_str

138 df3 = readdlm("SalidaS/salidaS_$e_str.dat",skipstart=1)
139 wfs = ComplexF64.(df3[:,2],df3[:,3])

140 push! (scattering_wfs, wfs)

141 end

142 pag=ComplexF64. (zeros(rango))

143 for o in 1:nl1
144 paq .= paq .+ scattering wfs[o] .* w_lscaled[o]
145 end

146 paq .= paq ./ sqrt(anchol) # Normalizacion del paquete

147 norme=0.0

148 pagnorm=ComplexF64. (zeros(rango) )
149 for k in 1:rango #Norma en r
150 norme+= paq[k]*0.01*paq[k]
151 end

152 pagnorm .= paq ./ sqrt(norme)
153 push! (paquetes, pagnorm)

154 else

155 for u in 1:npaql

156 if u==

157 c1=0.0

158 c2=t1p[u]

159 elseif u==npaql

160 cl=tlp[u-1]

161 c2=e_f1

162 else

163 cl=tip[u-1]

164 c2=t1p[u]
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165

166

168

169

170

189

190

191

192

193

198

199

200

201

202

203

end

anchol=c2-c1

tl = @.

cl + (c2 - c1)/2 * (x1 + 1)

w_1scaled = @. wl * (c2 - cl1)/2

for

j in t1
e=string(j)
file=open("Read/sp.dat", "w"

#Aca reescribimos el archivo sp.dat con los nuevos valores de energi

a, estado, L y 27J.

2j, Re(E),Im(E)

write(file,estado," ",angular," ",general," ",e," -0. l!itysp, 1,

itysp=-2 antibound states
itysp=-1 bound states
itysp=0 resonance states

itysp=1 scattering states

close(file)

#Corremos cwf para cada valor de energia

run(‘./cwf.x‘)

#Leemos el archivo wf.dat de la carpeta Out y lo guardamos en un

DataFrame para hacer las salidas

df = DataFrame(readdlm("Out/wf.dat"), :auto)

matriz = Matrix(df)

#Generamos el nombre del archivo de salida con el valor de energia y

lo guardamos en otra carpeta, va a reescribir todo archivo con el mismo nombre, no

es append, borra todo lo viejo

end

writedlm("SalidaS/salidaS_$j.dat", matriz)

scattering wfs = []

energias_str = string. (t1)

for

end

e_str in energias_str
df3 readdlm("SalidaS/salidaS_$e_str.dat",skipstart=1)
wfs = ComplexF64. (df3[:,2],df3[:,3])

push! (scattering_wfs, wfs)

pag=ComplexF64. (zeros(rango) )

for

end

paq

o in 1:n1

*

paq .= paq .+ scattering wfs[o] w_1scaled[o]

.= paq ./ sqrt(anchol) # Normalizacién del paquete
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204 noxrme=0.0

205 pagnorm=ComplexF64. (zeros(rango))
206 for k in 1:rango #Norma en r

207 norme+= paq[k]*0.01*paq[k]

208 end

209 pagnorm .= paq ./ sqrt(norme)

210 push! (paquetes, pagnorm)

211

212 end

213 end

214

215 1f npaq2 == 1

216 ancho2=e_f2-e_ f1

217 ancho2real=sqrt((f2((t2p[1]+ancho2/2))-f2((t2p[1]-ancho2/2)))A2+ancho2/2)
218

219 t2 = @. (t2p[1]-ancho2/2) + (ancho2)/2 * (x2 + 1)

220 w_2scaled = @. w2 * (ancho2)/2

221 t2i = £2.(t2)

222 for (idx,j) in enumerate(t2)

223 e=string(j)

224 i=string(-t2i[idx])

225 file=open("Read/sp.dat", "w"

226 #Aca reescribimos el archivo sp.dat con los nuevos valores de energia,

estado, L y 27J.
227 write(file,estado," ",angular," ",general," ",e," ",i," !itysp, 1, 2j,

Re(E), Im(E)

228 itysp=-2 antibound states

229 itysp=-1 bound states

230 itysp=0 resonance states

231 itysp=1 scattering states

232 e ")
233 close(file)

234

235 #Corremos cwf para cada valor de energia

236 run(‘./cwf.x‘)

237

238 #Leemos el archivo wf.dat de la carpeta Out y lo guardamos en un DataFrame

para hacer las salidas

239 df = DataFrame(readdlm("Out/wf.dat"), :auto)

240 matriz = Matrix(df)

241

242 #Generamos el nombre del archivo de salida con el valor de energia y lo

guardamos en otra carpeta, va a reescribir todo archivo con el mismo nombre, no es

append, borra todo lo viejo
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75 else

writedlm("SalidaS/salidaS_$j.dat", matriz)

end

scattering wfs = []
complexk=[]

energias_str = string. (t2)

for e_str in energias_str

df3 = readdlm("SalidaS/salidaS_$e_str.dat", skipstart=1)
wfs = ComplexF64.(df3[:,2],df3[:,3])

kr,kc = readdlm("SalidaS/salidaS_$e_str.dat")[1, :]
push! (complexk, ComplexF64(kr, kc))

push! (scattering_wfs, wfs)
end
prom=sum(complexk)/n2
pag=ComplexF64. (zeros(rango))
pagse=ComplexF64. (zeros(rango) )
page=ComplexF64. (zeros(rango))

for o in 1:n2

paq .= paq .+ scattering wfs[o]

end

expo= norm. (x,imag(prom)* (1.001))

pagse .= paq ./ sqrt(ancho2real)

*

page .= pagse .* expo

*

w_2scaled[o]

# Factor de fase

escaleo= abs(paqse[1000])/abs(paqe[1000]) #Factor de escala a 10fm

*

page .= page .
norme=0.0

pagnorm=ComplexF64. (zeros(rango))

for k in 1:rango #Norma en r

escaleo # Aplicacidén del factor de escala

global norme+= paqe[k]*0.01*paqge[k]

end
pagnorm .= paqge ./ sqrt(norme)
push! (paquetes, pagnorm)

#push! (sinescala, pagse)

for u in 1:npaq2

if u==1
cl=e_f1
c2=t2p[u]
elseif u==npaq2
cl=t2p[u-1]
c2=e_f2
else
cl=t2p[u-1]
c2=t2p[u]
end
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291

292

293

294

297

298

309

310

311

312

313

315

316

318

319

320

322

323

324

ancho2=c2-c1
t2 = @. cl1 + (c2 - c1)/2 * (x2 + 1)
w_2scaled = @. w2 * (c2 - cl1)/2
ancho2real=sqrt((f2(c2)-£f2(c1))Ar2+ancho2/2)
t2i = £2.(t2)
for (idx,j) in enumerate(t2)
e=string(j)
i=string(-t2i[idx])
file=open("Read/sp.dat", "w"
#Aca reescribimos el archivo sp.dat con los nuevos valores de energia,
estado, L y 27J.
write(file,estado," ",angular," ",general," ",e," ",i," !itysp, 1, 2j,
Re(E), Im(E)
itysp=-2 antibound states
itysp=-1 bound states
itysp=0 resonance states

itysp=1 scattering states

close(file)

#Corremos cwf para cada valor de energia

run(‘./cwf.x)

#Leemos el archivo wf.dat de la carpeta Out y lo guardamos en un DataFrame
para hacer las salidas
df = DataFrame(readdlm("Out/wf.dat"), :auto)

matriz = Matrix(df)

#Generamos el nombre del archivo de salida con el valor de energia y lo
guardamos en otra carpeta, va a reescribir todo archivo con el mismo nombre, no es
append, borra todo lo viejo

writedlm("SalidaS/salidaS_$j.dat", matriz)
end
scattering _wfs = []
complexk=[]
energias_str = string. (t2)
for e_str in energias_str

df3 readdlm("SalidaS/salidaS_$e_str.dat", skipstart=1)

wfs = ComplexF64. (df3[:,2],df3[:,3])

kr,kc = readdlm("SalidaS/salidaS_$e_str.dat")[1, :]

push! (complexk, ComplexF64(kr, kc))
push! (scattering_wfs, wfs)
end

prom=sum(complexk) /n2
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326 pag=ComplexF64. (zeros(rango))

327 pagse=ComplexF64. (zeros(rango))

328 page=ComplexF64. (zeros(rango))

329 for o in 1:n2

330 paq .= paq .+ scattering wfs[o] .* w_2scaled[o]
331 end

332 expo= norm. (x,imag(prom)*(1.001)) # Factor de fase

333 paqse .= paq ./ sqrt(ancho2real)

334 page .= pagse .* expo

335 escaleo= abs(paqse[1000])/abs(paqe[1000]) #Factor de escala a 10fm

*

336 pagqe .= page .* escaleo # Aplicacién del factor de escala
337 norme=0.0

338 pagnorm=ComplexF64. (zeros(rango))

339 for k in 1:rango #Norma en r

340 norme+= paqe[k]*0.01*paqge[k]

341 end

342 pagnorm .= paqge ./ sqrt(norme)
343 push! (paquetes, pagnorm)

344 end

345 end

317 1f npaq3 == 1

348 ancho3=e_f3-e f2

349 ancho3real=sqrt ((£3((t3p[1]+ancho3/2))-£3((t3p[1]-ancho3/2)))A2+ancho3/2)
350 t3 = @. (t3p[1]-ancho3/2) + (ancho3)/2 * (x3 + 1)

351 w_3scaled = @. w3 * (ancho3)/2

352 t3i = £3.(t3)

353 for (idx,j) in enumerate(t3)
354 e=string(j)
355 i=string(-t3i[idx])

356 file=open("Read/sp.dat", "w"

357 #Aca reescribimos el archivo sp.dat con los nuevos valores de energia,
estado, L y 27J.

358 write(file,estado," ",angular," ",general," ",e," ",i," !itysp, 1, 2j,
Re(E), Im(E)

359 itysp=-2 antibound states

360 itysp=-1 bound states

361 itysp=0 resonance states

362 itysp=1 scattering states

25 "

364 close(file)

365

366 #Corremos cwf para cada valor de energia

367 run(‘./cwf.x)
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368

369 #Leemos el archivo wf.dat de la carpeta Out y lo guardamos en un DataFrame
para hacer las salidas

370 df = DataFrame(readdlm("Out/wf.dat"), :auto)

371 matriz = Matrix(df)

373 #Generamos el nombre del archivo de salida con el valor de energia y lo
guardamos en otra carpeta, va a reescribir todo archivo con el mismo nombre, no es
append, borra todo lo viejo

374 writedlm("SalidaS/salidaS_$j.dat", matriz)

375 end

376 scattering _wfs = []

377 complexk=[]

378 energias_str = string. (t3)

379 for e_str in energias_str

380 df3 = readdlm("SalidaS/salidaS_$e_str.dat", skipstart=1)
381 wfs = ComplexF64. (df3[:,2],df3[:,3])

382 kr,kc = readdlm("SalidaS/salidaS_$e_str.dat")[1, :]

383 push! (complexk, ComplexF64(kr, kc))

384 push! (scattering_wfs, wfs)

385 end

386 prom=sum(complexk)/n3

387 pag=ComplexF64. (zeros(rango))

388 pagse=ComplexF64. (zeros(rango))

389 page=ComplexF64. (zeros(rango))

390 for o in 1:n3

*

391 paq .= paq .+ scattering wfs[o] w_3scaled[o]
392 end

393 expo= norm. (X,imag(prom)*(1.001)) # Factor de fase

394 paqse .= paq ./ sqrt(ancho3real)

395 page .= pagse .* expo

396 escaleo= abs(paqse[1000])/abs(paqe[1000]) #Factor de escala a 10fm
397 page .= page .* escaleo # Aplicacién del factor de escala

398 norme=0.0
399 pagnorm=ComplexF64. (zeros(rango))
400 for k in 1:rango #Norma en r

401 norme+= paqe[k]*0.01*paqge[k]

402 end

403 pagnorm .= paqge ./ sqrt(norme)

404 push! (paquetes, pagnorm)

105 else

406 #Calculo del ancho de cada paquete de ondas
407 for u in 1:npaq3

408 if u==

69



409

410

411

412

413

414

415

416

417

418

419

422

423

424

425

426

427

428

431

432

433

434

435

436

437

438

439

440

441

442

443

444

445

446

cl=e_f2
c2=t3p[u]
elseif u==npaq3
cl=t3p[u-1]
c2=e f3
else
cl=t3p[u-1]
c2=t3p[u]
end
ancho3=c2-c1
t3 = @ c1 + (c2 - c1)/2 * (W3 + 1)
w_3scaled = @. w3 * (c2 - cl)/2
ancho3real=sqrt((£3(c2)-£f3(c1))r2+ancho3/2)
t3i = £3.(t3)
for (idx,j) in enumerate(t3)
e=string(j)
i=string(-t3i[idx])
file=open("Read/sp.dat", "w"
#Aca reescribimos el archivo sp.dat con los nuevos valores de energia,
estado, L y 27J.
write(file,estado," ",angular," ",general," ",e," ",i," !itysp, 1, 2j,
Re(E), Im(E)
itysp=-2 antibound states
itysp=-1 bound states
itysp=0 resonance states

itysp=1 scattering states

close(file)

#Corremos cwf para cada valor de energia

run(‘./cwf.x)

#Leemos el archivo wf.dat de la carpeta Out y lo guardamos en un DataFrame
para hacer las salidas
df = DataFrame(readdlm("Out/wf.dat"), :auto)

matriz = Matrix(df)

#Generamos el nombre del archivo de salida con el valor de energia y lo
guardamos en otra carpeta, va a reescribir todo archivo con el mismo nombre, no es
append, borra todo lo viejo

writedlm("SalidaS/salidaS_$j.dat", matriz)
end
scattering wfs = []

complexk=[]
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448 energias_str = string. (t3)

449 for e_str in energias_str

450 df3 = readdlm("SalidaS/salidaS_$e_str.dat", skipstart=1)
451 wfs = ComplexF64. (df3[:,2],df3[:,3])

452 kr,kc = readdlm("SalidaS/salidaS_$e_str.dat")[1, :]

453 push! (complexk, ComplexF64(kr, kc))
454 push! (scattering_wfs, wfs)

455 end

456 prom=sum(complexk)/n3

457 pag=ComplexF64. (zeros(rango))

458 pagse=ComplexF64. (zeros(rango))

459 page=ComplexF64. (zeros(rango))

460 for o in 1:n3

461 paq .= paq .+ scattering wfs[o] .* w_3scaled[o]
462 end

163 expo= norm. (x,imag(prom)* (1.001)) # Factor de fase

464 pagse .= paq ./ sqrt(ancho3real)

465 page .= pagse .* expo

466 escaleo= abs(paqse[1000])/abs(paqe[1000]) #Factor de escala a 10fm
467 page .= paqge .* escaleo # Aplicacioén del factor de escala

168 norme=0.0

169 pagnorm=ComplexF64. (zeros(rango) )

470 for k in 1:rango #Norma en r

471 norme+= paqe[k]*0.01*paqge[k]
472 end

473 pagnorm .= paqe ./ sqrt(norme)

474 push! (paquetes, pagnorm)
475 end

476 end

o if npaq4 == 1

481 ancho4=e_f4-e f3

482 t4 = @. (t4p[1]-ancho4/2) + (ancho4)/2 * (x4 + 1)

483 w_4scaled = @. w4 * (ancho4)/2

184 for j in t4

185 e=string(j)

486 file=open("Read/sp.dat", "w"

487 #Aca reescribimos el archivo sp.dat con los nuevos valores de energia,

estado, L y 27J.
488 write(file,estado," ",angular," ",general," ",e," -0. !itysp, 1, 2j,
Re(E), Im(E)

189 itysp=-2 antibound states
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490 itysp=-1 bound states

491 itysp=0 resonance states

492 itysp=1 scattering states

193 | et ")
494 close(file)

495

496 #Corremos cwf para cada valor de energia

497 run(‘./cwf.x‘)

498
199 #Leemos el archivo wf.dat de la carpeta Out y lo guardamos en un DataFrame

para hacer las salidas

500 df = DataFrame(readdlm("Out/wf.dat"), :auto)

501 matriz = Matrix(df)

502

503 #Generamos el nombre del archivo de salida con el valor de energia y lo

guardamos en otra carpeta, va a reescribir todo archivo con el mismo nombre, no es

append, borra todo lo viejo

504 writedlm("SalidaS/salidaS_$j.dat", matriz)
505 end

506 scattering wfs = []

507

508 energias_str = string. (t4)

509 for e_str in energias_str

510 df3 = readdlm("SalidaS/salidaS_$e_str.dat", skipstart=1)
511 wfs = ComplexF64.(df3[:,2],df3[:,3])

512 push! (scattering_wfs, wfs)

513 end

514 pag=ComplexF64. (zeros(rango))

515 for o in 1:n4

516 paq .= paq .+ scattering wfs[o] .* w_4scaled[o]
517 end

518 paq .= paq ./ sqrt(ancho4) # Normalizacion del paquete
519 norme=0.0

520 pagnorm=ComplexF64. (zeros(rango) )

521 for k in 1:rango #Norma en r

522 norme+= paq[k]*0.01*paq[k]

523 end

524 pagnorm .= paq ./ sqrt(norme)

525 push! (paquetes, pagnorm)

520 else

527 #Calculo del ancho de cada paquete de ondas

528 for u in 1:npaq4

529 if u==1

530 cl=e_ f3
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531

532

533

534

536

537

538

540

541

542

543

544

53
=
&

546

c2=t4p[u]
elseif u==npaql
cl=t4p[u-1]
c2=e_f4
else
cl=t4p[u-1]
c2=t4p[u]
end
ancho4=c2-c1
t4 = @ c1 + (c2 - cl1)/2 * (x4 + 1)
w_4scaled = @. w4 * (c2 - cl)/2
for j in t4
e=string(j)
file=open("Read/sp.dat", "w"
#Aca reescribimos el archivo sp.dat con los nuevos valores de energia,
estado, L y 27J.
write(file,estado," ",angular," ",general," ",e," -0. !itysp, 1, 2j,
Re(E), Im(E)
itysp=-2 antibound states
itysp=-1 bound states
itysp=0 resonance states

itysp=1 scattering states

close(file)

#Corremos cwf para cada valor de energia

run(‘./cwf.x)

#Leemos el archivo wf.dat de la carpeta Out y lo guardamos en un DataFrame
para hacer las salidas
df = DataFrame(readdlm("Out/wf.dat"), :auto)

matriz = Matrix(df)

#Generamos el nombre del archivo de salida con el valor de energia y lo
guardamos en otra carpeta, va a reescribir todo archivo con el mismo nombre, no es
append, borra todo lo viejo

writedlm("SalidaS/salidaS_$j.dat", matriz)
end

scattering wfs = []

energias_str = string. (t4)

for e_str in energias_str
df3 = readdlm("SalidaS/salidaS_$e str.dat", skipstart=1)
wfs = ComplexF64. (df3[:,2],df3[:,3])
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570 push! (scattering wfs, wfs)
571 end

572 pag=ComplexF64. (zeros(rango))

573 for o in 1:n4

574 paq .= paq .+ scattering wfs[o] .* w_4scaled[o]
575 end

576 paq .= paq ./ sqrt(ancho4) # Normalizacion del paquete
577 norme=0.0

578 pagnorm=ComplexF64. (zeros (rango) )

579 for k in 1:rango #Norma en r

580 norme+= paq[k]*0.01*paq[k]

581 end

582 pagnorm .= paq ./ sqrt(norme)

583 push! (paquetes, pagnorm)

s8¢ end

85 end

sss Ww_pscaled=vcat(w_slp, w_s2p, w_s3p, w_s4p)
ss0 coeficientesr = ComplexF64. (zeros(Int64(npaq)))
50 aproxS = ComplexF64. (zeros(Int64(rango)))

591

592 for idx in 1:npaq

593 paquete = paquetes[idx]

594 integral = ComplexF64(0.0, 0.0)

595 for j in 1:rango

596 integral += 0.01 * paquete[j] * wfO[j] # dr = 0.01
597 end

598 coeficientesr[idx] = integral

599 end

600 aproxS .= vec(hcat(paquetes...) * (coeficientesr))
601

602

603 #Graficamos

4+ chifinal=[]

«0s WEA=aproxR+aproxs

6(

606 for p in 1:1

607 chi = 0.0

608 for i in 1:rango

609 chi += (real(wfA[i]) - real(wfO[i]))~r2
610 end

611 chinorm=chi/ (2000)

612 push! (chifinal, chinorm)
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615

616

617

618

println("valor de chi cuadrado normalizado: ", chifinal[1])

gr()

graf=plot(title="Funciones de onda", xlabel="r (fm)", ylabel="wf(r)", legend=:topright)
plot! (x,real(wf0), label="Funcién de onda original", color=:blue)

plot! (x,real(wfA), label="Parte real WF aprox", color=:red)

plot! (x,imag(wfA), label="Parte imaginaria WF aprox", color=:green)

display(graf)

Listing A.1: Codigo de célculo de funciones de onda
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